ALGORITHMEN FUR
GRUPPEN UND CODES
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Teil |

Gruppen

1 Grundlagen der Gruppentheorie

Definition 1.1 EineGruppe G ist eine Menge mit einer Verkniipfung G x G — G, SO
dass qilt:

1. Die Verknlipfung istassoziativd.h.z - (y - z) = (z - y) - 2.

2. Es gibt eimeutrales Elementl; mit den Eigenschaften- 15 =z = 15 - x.

3. Zujedemr € G gibt es eininverses Elementz=! € G mitz - 27! = 1g =271 - 2.
Man nennt die Gruppabelschoderkommutativ, wenn zusatzlictx - y = y - x fur alle
x,y € G gilt.

Definition 1.2 Eine Teilmengel C (G, die mit der Verknupfung selbst wieder eine
Gruppe bildet, nennt madntergruppe, schreibe/ < G.

Beispiel 1.3

¢ Die Einheitengruppe eines Rings bzw. eines Korpers it enltiplikative Gruppe.
¢ Die additive Gruppe eines Rings; z.&., +) mit dem neutralen Element

Permutationsgruppen: Vertauschung von Elementen einag®le

Matrixgruppen: Invertierbare x n-Matrizen, etwa Rotationen ifR3.

Affine Transformationen (Basiswechsel mit Translation):
r— Axr+b

GruppenelementéA, b) € GL,,(K) x K".
Neutrales Elementr,, 0).

((Al, bl) . (AQ, bg)) xr = (Al, bl) . (AQ.T + bg)
== AlAQIE + (A1b2 + bl)
= (AlAg, Albg + bl)l’

Definition 1.4 Eine Abbildung® : G — H zwischen zwei Gruppe&’, H heiltHomo-
morphismus, wenn fir allex, y € G gilt:

(z-y) = 0(z) - D(y).

Ist ® bijektiv, so spricht man von eineitsomorphismus.
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Definition 1.5 Seix € GG. Die Menge
(x) ={2" :n € 7}

heil3t die von: erzeugte Untergruppe Allgemeiner heil3t fur eine TeilmengeC G die
Menge

()= () H

H<Gmit SCH

die vonS erzeugte Untergruppé, ist die Erzeugermengevon (S). Die GruppeG heif3t
zyklisch, wenn es einr € G gibt mitG = (x).

Definition 1.6 Die Ordnung von z € G ist ord(z) := |(x)|. Allgemeiner bezeichnet
man alsOrdnung von G auch die Anzah|G| der Elemente voi.

Definition 1.7 Sei G eine GruppeS C G. Die freie Gruppe oderWortgruppe F(S)

von S besteht aus den Termen, die durch formales Hintereinacttleiben (d.h. Kon-
katenation) der Elemente vah enstehen. Das neutrale Element ist das leere Wort, das
inverse Element eines Wortes - - - w;, € F(S) istdurchw, ' ---w;* gegeben.

Definition 1.8 Sei H eine Untergruppe vo& undg € . Dann heil3t die Menge

gH ={g-x:x€ H}
die (Links-Nebenklassaron g bzgl. H. Entsprechend ist die Rechtsnebenklasse definiert.
Die Anzahl der Linksnebenklassen ist gleich der Anzahl deatfisnebenklassen, sie heildt

Index von H in G, schreibgG : H].

Satz 1.9 (Satz von Lagrange)
Ist G endlich, so ist

G| =[H]|- G : H].

Definition 1.10 Eine UntergruppéV < G heil3tNormalteiler, wenn fur alleg € G und
x € N gilt: gzg~! € N. Schreibe dafuv < G.

Definition 1.11 Eine Gruppe’ operiert auf einer Mengel/ (von links), wenn es eine
Verknupfungx : G x M — M gibt mit:

1. (g1-g2) *m = g1 * (g2 xm).

2. lgxm=m.

Entsprechend ist die Operation von rechts definiert. Soiweise:

m?=m=xg
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Beispiel 1.12 EinePermutationsgruppeist eine Untergruppe desymmetrischen Grup-
peS,, einer Menge\/:

Sy ={o: M — M : o bijektiv}.

Permutationsgruppen operieren auf der Mengedurch Abbilden. Meistens ist/ =
{1,...,n}, schreibe dann auc}), = S,,. Die Gruppe5,, hat die Ordnung!.

Mogliche Darstellungen der Elemente der Permutationgees,,:

1. Liste aller Bilder unter der Permutation, z.B.
T=12,1,3,4,5,6,9,8,7],
d.h.7[i] = Bild von i unter der Permutation.

2. Zykelschreibweise:

T =(12)(3)(4)(5)(6)(79)(8)
2)(7 9)

~—
—_—
EN |

Verknupfungir; = (12),m = (2 3):

m - m = (13 2) falls,,m; zuerst*, d.h. Operations von rechts
m - my = (1 2 3) falls , w5 zuerst*, d.h. Operations von links

Konvention Operation von rechts.

Beispiel 1.13 Numeriert man die Seitenflachen beiRabik’s Cube von 1 bis54, so kann
man die zulassigen Spielziuige als Erzeuger einer UnigpgrderS;, auffassen.

37| 38 39
40| 41 47
43| 44| 49
28|29 301 |2 |3|10| 11 12 46| 47| 4§
31| 321 334 |5 |6 | 13| 14| 15 49| 50| 51
34|35 37 |8 |9 |16]| 17| 1§ 52| 53| 54
19| 20] 27

22| 23| 24
Q 25| 26| 21

Definition 1.14 SeiG eine Gruppe, die auf einer Mengé operiert. DieBahn oder der
Orbit eines Elements: € M ist die Menge

m% = {mf: g€ G},

d.h. alle Bilder vonn bzgl. der Operation voty auf M.
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Definition 1.15 Die Fixgruppe (oder auch de®Btabilisator) eines Elementes ist die Teil-
mengeG,, von G, diem stabilisiert, d.h.

Gm={9€G:m?=m}.
Bemerkung 1.16 G, ist eine Untergruppe vo@'.

Lemma 1.17 Es gilt folgendeBahnbilanz

G
| = g =G5 Gl

d.h. Gruppenordnung Bahnlange Ordnung der Fixgruppe.

BEwEIS. Jede Gruppe kann als disjunkte Vereinigung von Nebendasier Unter-
gruppe geschrieben werden:

G=G,UG,nU..UG,7_1.
Aus G, 7 N G,,7; = 0 fur i # j folgt auchm®»7 N m&=7 = (), also gilt fur die Bahn:

m& = mCm UmCmm . JmEmma
={m}U{m™}tU..Uu{m+}
={m":i=0,..,0l—-1}

Somit ist|m®| = [ bei I Nebenklassen. Die Behauptung folgt nun aus dem Satz von
Lagrange. |

Definition 1.18 Die Untergruppey < G, die alle Elemente von/ punktweise fest lasst,
also
K:={geG:YmeM:m?=m},

hei3tKern der Operation.

Grundidee: Untersuche die Gruppe anhand ihrer Operation/dubzw. auf einzelnen
Elementen von/.

Problem: Ist die MengeM ,zu klein*, so erhalt man nicht alle Informationen tber die
Gruppe, indem man ihre Operation aufuntersucht.
Extremfall: M = {1}, alsom? = m fur alle g € G (triviale Operation).

Voraussetzung Die Operation vorG auf M musstreu sein, d.h. zu jedem Gruppenele-
mentg € G,g # 1g, gibt es mindestens eim € M mit m9 # m (alsoK = {1g}).
Ansonsten erhalt man nur partielle Informationen.

Lemma 1.19 Zu jeder Gruppé- gibt es eine Meng@/, auf derG treu operiert.

BEWEIS: Operation der Gruppe auf sich selb&t£ M) durch Rechts- bzw. Linksmulti-
plikation (meistens von links):
gxm = gm

mit g, m € G. Das neutrale Element vaH ist eindeutig= Kern der Operation triviall
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Bemerkung 1.20 Eine Gruppe operiert auch duronjugation auf sich selbst:
gh = h_lgh
mit g, h € G.

Bemerkung 1.21 Nummeriert man die Gruppenelementec G, so liefert die Operati-
on der Gruppe auf sich selbst per (Links-/Rechts-)Muktigtion einefPermutationsdar-
stellungvon G auf |G| Punkten.

In den folgenden Kapiteln werden alle Gruppen, sofern siemderes gesagt wird, als
endlichvorausgesetzt.
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2 Graphen und Bahnen

Ausgangssituation Die (Unter-)Gruppé&~ ist gegeben durch eine Mengevon Erzeu-
gern aus einer bekannten Grugpgg(z.B.S,, oderGL,, (K)).

Fragestellung

e Wieviele Elemente hat die von einer Men§e= {si,...,s,} C G, erzeugte Un-

tergruppeG = (s, ..., s,)? Bei Matrixgruppen Uber unendlichen Korpern: dst
endlich?

e Gegeben ein Elemepte G,. Teste, oly € G!

e Stelleg € GG als Produkt der Erzeuget, ..., s,, dar!

(naiver) Ansatz Bestimmung der Anzahl der Elemente einer Gruppe: Zaldeeddmen-
te auf.

Beispiel 2.1 Es seiG, = S, (Permutationen vok1,2,3,4}) unds; = o = (1 2)(3 4),
sg =1 =(123).

id o T
(12)(34) id (134)
(134) (142) (234)
(234) (124) (12)(34)
(123) (243) (132)
(243) (123) (124)
(124) (234) (13)(24)
(13)(24) | (14)(23) (243)
(132) (143) id
(143) (132)(14) (23)
(14)(23) | (13)(24) (142)
(142) (134) (143)

Man erhalt G| = 12. Aufwand:|G| - | S| Gruppenoperationen. Bei Permutationsgruppen:
IS, = nl = O(n").

Definition 2.2 Der Cayley-Graph zu einer von der Meng# erzeugten Grupp€' ist ein
gerichteter Graph mit:
e Knoten: alle Gruppenelemente.

e Kanten: beschriftet mit den Erzeugern; Kafgeg - s;): Multiplikation eines Grup-
penelementg mit dem Erzeuges; liefert den Zielknotery - s;.
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Beispiel 2.3 (Fortsetzung von Beispiel 2.&)= (1 2)(34),7 = (12 3).

(unvollstandiger) Cayley-Graph

g id
AN
T (12)(34))//4 (123)

Bemerkung 2.4 Die Faktorisierung (d.h. Zerlegung) eines Gruppenelesigintein Pro-
dukt von Erzeugern entspricht der Suche eines Weges vormeKinbzum Knoteng. Der
kirzeste Weg im Cayley-Graphen entspricht der kiirzelSédatorisierung.

\orteil: Die gesamte Information Gber Gruppe und Erzeuger ist iyléyaGraphen vor-
handen=- optimale Faktorisierung.

Nachteit Speicherplatz fur den Cayley-GraphefKnoten= |G

, #Kanten= |G| - |9].

Man kann sich mit einenpartiellenCayley-Graphen behelfen: Der Cayley-Graph wird
dabei Uber Breitensuche aufgebaut. Beschrankung der dintspricht Anzahl der Fakto-
ren einer Zerlegung.

Bemerkung 2.5 Der Durchmesser des Cayley-Graphen ist die maximale LdegEak-
torisierung eines Gruppenelements bzgl. der Erzeugerengéng

Konvention Meist betrachtet man die Erzeugermenge bzgl. Inversigesthlossen, d.h.
sowohls; als auchs; ! sind Erzeuger. Damit wird der Cayley-Graph ungerichte¢(ahit
beschrifteten Kanten).

Bemerkung 2.6 Kreise im Cayley-Graphen liefern Relationen zwischen dere&gern
(z.B.0? = id oder7® = id in Beispiel 2.1). So erhalt man eipBarstellung der Gruppe
in Erzeugern und Relationen®.

Problem:Es ist unentscheidbar, ob eine durch Erzeuger und Relatsrgestellte Grup-
pe die triviale Gruppe ist.

Beispiel 2.7 G = (s, t), wobei diese Relationen gelten soll¢h:= id, s" = id, sts = t.
Verknupfungen in der Wortgruppe (siehe Definition 1.7):nKatenation der Erzeuger,
Inversenbildung:

t* = id = ,maximal eint"
t? =id, st = ts~! = ¢t immer links vons"
s" =id = ,maximal(n — 1)-mal s hintereinander

= insgesam®n Elemente’s’,i = 0,1,5 =0,...,n — 1.
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Bemerkung 2.8 Die Faktorisierung von Gruppenelementen in ErzeugerSaistspricht
formal einem Homomorphismus vanin die Wortgruppe?'(S) von .S modulo der Rela-
tionen (diese entsprechen gewissen Produkten von Symboderss).

Problem: Die Faktorisierung Uber den Cayley-Graphen ist zu autliigen

Ideec Um den Aufwand zu reduzieren, betrachte die OperationerGGdeppe auf einer
MengeM mit |M| < |G|. Erhalte Informationen aus der Bahn venc M: analog zum
Cayley-Graphen kann man d@raphen der Bahnm® bilden:

e Knoten= Elemente der Bahn.
e Kantenbeschriftung- Erzeuges; € S; Kante(m;, m}').

Beispiel 2.9 (Fortsetzung von Beispiel 2.1) Betrachte= 4:

Graph der Bahn von

o T

ST

Bemerkung 2.10 Der Graph der Bahm liefert Information modulo des Stabilisators
G, d.h. Information Uber die Nebenklassen @y in G.

T

Idee: Codiere die Information Uber die Nebenklassen in die Bahn
Algorithmus 2.11 Berechnung der Bahn

Eingabemg € M, S = {s1, ..., sn}
Ausgabe: die Bahm§ (und Zusatzinformation, s.u.)

Bahn := {mg}

neu := Bahn

while neu # () do
A:={m* :m € neu,s;, € S}
neu := A\Bahn
Bahn := BahnU A

return Bahn

Aufwand: |m®| - |S| < |M] - |S| (im Vergleich zu|S| - |G| fur den Cayley-Graphen).

ZusatzinformationFur ein festesn, speichere zu jedem Element der Bahn ein Grup-
penelemeny; mit m; = m{’. Das Elemeny; wird als Produkt von Erzeugern generiert,
d.h. man kann die Faktorisierung speichern (z.B. die Numrder Erzeuger). Es genigt,
einen Spannbaum fur den Graphen der Bahnmgmit Wurzelm, zu berechnen.
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e Teste fur jeden Erzeuget, ob m* schon in der Bahn liegt. Falls nein, speichere
den neuen Punkt® und die,Kantes;* (das entsprichtm, m*®) beschriftet mits;).

e Speichere zum Punkt®: nur den Erzeuge;.

Definition 2.12 Der Spannbaum fur den Graphen der Bahn eines Elemenjes M
mit Wurzelm, hei3tSchreier-Baum (zum). Der Schreier-Vektor v,,, hat an der Stelle
m als Eintrag den Generatey, mit dem der Punktn in der Bahn erreicht wurde. Falls
m ¢ m§, schreibe das Symbadl und fur die Identitat schreibe den Index

Beispiel 2.13 (Fortsetzung von Beispiel 2.1)

Schreier-Baum zg(>™

g T g

Position |12 (3|45
Erzeuger |7 | o |0 |id | L
Nr.desErz.|2|1|1]0 | L

Speicheraufwand}/| - O(log |S|) (bei binarer Codierung).

Algorithmus 2.14 Test auf Enthaltensein in der Bahn und Dargellung in Erzeugern

Teste, ob eiqu € M in der Bahn vonm, liegt, d.h. l1ose die Gleichung:) = p fur
g € G = (S5). Stelleg als Produkt von Erzeugew) aussS dar.

Eingabey und der Schreiervektar,,,
Ausgabey mitmJ = u

g :=id
if v, (1) = L then error : 1 nicht in der Bahn enthalten®
while 11 # mgy do
5 = vy (1)
w:=pu*  //Inversenbildung und Operation abif
g:=s-g // Gruppenmultiplikation
return g

Aufwand: O(|M|) Gruppenoperationen.
~worst case": Schreier-Baum degeneriert zur linearen Kette

Alternativer Aufwand?(1), wenn man zu jedem Punkt im Schreier-Baum den Weg spei-
chert. Dabei wachst naturlich der Speicheraufwand.

Bemerkung 2.15 Fasst man in Algorithmus 2.14 die Anweisupg= s- g als Konkatena-
tion von Erzeugerworten auf, so liefert der Algorithmus@ezstellung vory als Produkt
von Erzeugern aus.
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3 Transversalen und der Satz von Schreier

Seim € M, H = G,,. ZerlegeGG in Nebenklassen voH':

G= UHg: UHg

geG geT

Die MengeT' enthalt Reprasentanten der Nebenklassen Hom G (i.A. ist T keine
Untergruppe).

Definition 3.1 Eine Meng€l’ von Gruppenelementen adsheil3tTransversalevon H
in G, falls gilt:

1. HN'T = {id}.
2. G = HT.
3.|T| =[G : H| =15

Definition 3.2 Um zu bestimmen, in welcher Nebenklasse ein Gruppeneldieghtde-
finieren wir diekanonische Projektion

7:G—-T, g~ 1(9)

so, dasdi7(g) = Hg. Die FunktionT wahlt also einen Reprasentanten der Nebenklasse
von g aus.

Bemerkung 3.3

l.ge H< 1(g9) =1id.
2. Esistg-7(g)"! € H,denn es gibb € H mitg =h-7(g), alsog - 7(g)~! = h.
Algorithmus 3.4 Berechnung vonr

SeiH = G,, undv,, der Schreier-Vektor fim € M. Berechner(g):

1. p:=mI.
2. Finde Uber den Schreier-Vektor eire G mit ;. = m* (Algorithmus 2.14).
3. z ist ein Element der Transversalen v@p, in G, d.h.7(g) = =.
Bemerkung 3.5 Die Punkte der Bahm® entsprechen den Nebenklassen ¢pin G.
Gut1 = Gty < mit =mb.

Die Berechnung einer Transversalen entspricht also dexdBaung der Bahn (Algorith-
mus 2.11 mit Zusatzinformation).
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Bemerkung 3.6 g - 7(g)~! = h ist die Projektion vory auf G,,. Damit erhalten wir
eine Darstellung vog € G als Produkt eines Elementse G, und einem Produkt von
Erzeugern vort:

g=g-7(9)"" 7(9)
HZ_/ ~—~
~ B

Die Darstellung vorr(g) durch die Erzeuge;, liefert Algorithmus 2.14. Die Idee ist nun,
dieses Vorgehen rekursiv firauf GG,,, fortzusetzen, um eine vollstandige Faktorisierung
von g zu erhalten.

Problem: Bestimme Erzeuger fi,,.

Satz 3.7 (Satz von Schreier)

SeienG = (S), H eine Untergruppe vorr, T' eine (Rechts-)Transversale véhin GG

(alsoid € T) undr : G — T die kanonische Projektion. Dann erzeugt die Menge
Sp:={t-s-7(t-s)t:teT secS}

die Untergruppéd. Es ist|S;| < [T| - |S].

BEWEIS: Die Abbildungg — g - 7(g)~! liefert nur Elemente inf7, d.h.S; € H und
damit(S;) < H.

Nun seih € H beliebig,h = s;---s, fur gewissesy, ..., s, € S, die nicht notwen-
digerweise paarweise verschieden sind. (Bei unendlichepg&n seiS bzgl. Inversion
abgeschlossen, d.h. mifst auchs=! in .S, um zu garantieren, dass jedes Eleniert
(bzw. g € 7) eine endliche Darstellung besitzt.)

Ziel: Stelleh als Produkt von Elementen ads dar. Setze
Y = 81(: id - 81)
yi = T1(yj-1) - s; (j=2,...k)
N—— ~~
eT es
Nach Definition vonS; isty; - 7(y;)~* € S;. Also:
h=s1-(t(y1) " 7)) - sa- (T(y2) ™ - 7(y2)) - 53+ -
= s1-7(y) " (T(yr) - s2) ()t (T(y2) - ss) -
=y 7))y ()
Def. ~ RN ~ _
€51 €51

Dies ist fast ein Produkt von Elementen a&ysder letzte Faktor isy;.. Seia := h-7(y;) L.
a ist Produkt von Elementen as = a € H. Mit h € H folgt:

T(yr) =a ' heH

= 7(yp) = id
= a = h.
Somit lasst sicth als Produkt von Elementen ads darstellen. [ |

Bemerkung 3.8 Der Satz von Schreier liefert eine Moglichkeit, sogenarthreier-
Generatorenfir die Untergruppéd zu bestimmen. Insbesondere kann man nun rekursiv
Erzeuger fur7,, bestimmen und die Bahn eines Punktesunter(,,, berechnen.
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4 Stabilisatorketten

Um die Idee aus Bemerkung 3.6 umzusetzen, brauchen wir,ge®mignete” Folge von
Punkten aud/.

Definition 4.1 Eine TeilmengeB = {51, ..., B} C M heiRtBasisder Gruppe bzgl.
der Operation void- auf M, falls derpunktweise Stabilisator

Gp..po =19 € G VB € B: 3] =i}
aller Elemente3; € B trivial ist. Die Basis sei angeordnet, schreiBe-= (i, ..., Gx).

Definition 4.2 Die Stabilisatorkette zu einer BasisB = (f, ..., k) ist die Kette der
Untergruppen

G > Gﬁl > Gﬁ1,ﬁ2 > .2 Gﬁ1 ----- Br—1 > Gﬁ1 ----- Br — {ld}

Bemerkung 4.3

1. Die symmetrische Grupgg, hat die BasisB = (1, ..., n).

2. Ein Element3; mit Bahnlangel bzgl. Gy, .. 5,_, heiBtredundant und liefert keine
echte Untergruppe in der Stabilisatorkette. AlsaAs{ 3, } auch eine Basis.

3. Ist die Basis minimal in dem Sinne, dass sie keine redurddilemente enthalt,
so gilt:
|B| = O(log |GG]),

denn jede echte Untergruppe hat mindestens den Iadabso hochstens halb so-
viele Elemente wi&).

Definition 4.4 Sei B = (f3, ..., Bx) eine Basis der Grupp@. Eine MengeS von Erzeu-
gern vonG heildtstarke Erzeugermengebzgl. der BasisB (engl.: (base) strong genera-
ting set kurz (B)SGS), wenn gilt:

S enthalt also Erzeuger fur jede Untergruppe der Stalilikatte.

Bemerkung 4.5 5 N Gg,,... g, ist einfach zu berechnen: Ei € S liegt genau dann im
Schnitt, wenn eg, ..., 5; fix lasst.

Beispiel 4.6 G =S, mit BasisB = (1,2,3). SeiS = {s; :==(1234),s5 := (34)}:
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SNG ={(34)},G1 =((234),(34)) # (SN Gy, also istS keine starke Erzeuger-
menge, abef = S U {(23 4)} ist eine.

G > G1 > GLQ > G1,273 = {ld}
£S4>Sg>SQ>{id}
Ziel: Nutze die Stabilisatorketten zur Losung unserer Gruolbleme: Bestimmung der
Gruppenordnung~|, Test auf Enthaltensein i@, Faktorisierung von Gruppenelementen.
Uns steht bereits Folgendes zur Verfugung:
e Codierung der Nebenklassen v@p, in G tiber die Bahn vom,; unterG. Dies fuhrt
zum Schreier-Vektor (Algorithmus 2.11).
e Berechnung eines Reprasentantén) jeder Nebenklasse (Algorithmus 3.4).
e Der Satz von Schreier zeigt, dass man Erzeuger fur die gmigpeGs, von der

Formt - s - 7(t - s)~! bestimmen kann.

Daraus erhalten wir einen iterativen/rekursiven Algoritrs: ersetz€ durchGjg,, dann
G, durchGp, g, usw.

----------

die Gruppenordnung vof¥ angeben:

|G| = |TW] ]G,
= [TW]- (1T |Gpg)

= |TW|...|T®)]|.
Beispiel 4.8 5 = {g,h} mitg = (254),h = (12)(45).

Fragestellung: Welche Ordnung G@t= (S5)?

\Vorgehen:

1. Wahle einen Punkt, etwa := 1.

2. Berechne die Bahn von unter(S).

h g =g
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= Bahnlange|1¢| = 4.
= Bahnbilanz|G| =4 - |G4].

Der Schreier-Vektor des Punktés

11213] 4 |5
id{h|L| g g
Pfad|id | h | L | hg® | hg

= Transversal@'!) = {id, h, hg, hg*} vonG.

3. Bestimme mit dem Satz von Schreier die Erzeuger&gn
Elemente der Form- s -7(t-s)"' mits € S = {g,h},t € T = {id, h, hg, hg?}:

‘ r=t-s H g ‘hg‘hgz‘hg?"h‘h” hgh ‘ hg?h ‘
17 1 ) 4 2 211 4 )
7(x) id hg |hg> | h | h|id hg? hg
x-7(z)7! g id | id | id |id | id | hghg 2h~' | hg*hg h~!
@50 - - | - |-|-] (245 (25 4)

= Erzeuger fuiG; sinda = (254),b = (245).
4. Wahle neuen Punkt, etwh := 2.

5. Bahn dee;:

= Bahnlange{2¢!| = 3.
= Bahnbilanz:|G1| =3- |G172| = |G| =4-3- |G172|.

6. GLQ - {ld}

Bemerkung 4.9 Die Schreier-Generatoren der Forms - 7(t - s)~! kdnnen entweder
rein symbolisch (d.h. als Elemente der Wortgruppe) odeh axplizit vorliegen (weitere
Multiplikationen in der Gruppe, aber weniger Erzeuger).

Bemerkung 4.10 Anzahl der Erzeuger:
G =2  Gp 2 G,
5] S| [TV (ISI-[T®1) - T
Also erhalt man eine obere Schranke fur die Anzahl derdgyeeeines Stabilisators:
|S| - (Produkt der Langen der Transversglen|S| - |G|.

Dies ist linear in der Gruppenordnung, aber die Abschasirviel zu grob!



4 Stabilisatorketten 17

Bemerkung 4.11 Wortlange der Erzeuger bzw. Schreier-Generatoren (dehAdzahl
der Faktoren bei der Darstellung als Produkt von ErzeugeriGduppe’):
Schreier-Generatoren haben die Farms - 7(t - s)~! = t - s - t. Folglich verdreifacht
sich die Lange beiybergang ZuH g, (falls keine Relationen beriicksichtigt werden; vgl.
Beispiel 2.7).

Problem Die Lange der Schreier-Generatoren kann exponentielaahsen!
Ausblick: Heuristiken zur Wahl der Basis und zur Wahl von Erzeugeifehedieses
Problem zu vermeiden (mehr dazu in Kapitel 7).

-----

g:tk.tk_l...tQ.tl
mitt; € T,

BEWEIS: Setzegy := ¢, gi = gi_1 - Ti(gi_1)"t € Gp,..p5 Undt; := 7,(gi_1) € TY.
Wendet man nun Bemerkung 3.6 rekursiv auf jede Stafe, so folgt die Behauptunii

Algorithmus 4.13 Faktorisierung

Sind fur allei die Erzeuger voli 5, s, bekannt (etwa wenS eine starke Erzeugermenge
ist), so kann man di¢ aus Satz 4.12 mit Algorithmus 3.4 bestimmen und mit Hilfe des
Schreier-Vektors (bzw. Algorithmus 2.14) als Worte vondtigern darstellen.

Eingabey € G.
Ausgabe: Faktorisierung vanals Wort in den Erzeugern.

w = 1id

h:=g

forv=1tokdo
t:=1i(h) // als Wort von Erzeugern ausaufgefasst
wi=t-w // neues Wort; anhangen
hi=nh-t1

return w

Beispiel 4.14 Anwendung der Faktorisierung bei der Berechnung von Gnoipgeo-
morphismen: Ein Gruppenhomomorphisndugird eindeutig festgelegt durch die Bilder
®(s;) der Erzeuges;:

D(g) = P(s1---5n) = P(s1) -+ - P(5).

Bemerkung 4.15 Satz 4.12 liefert ein Kriterium zu testen, gliberhaupt in der Gruppe
enthalten ist. Ist dies namlich nicht der Fall, so konnéngan der Form

g:ht]tl

schreiben, wobei?, | ¢ 5%, ;.
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Algorithmus 4.16 Membership TestundWord Strip

Es seiH eine Untergruppe der Permutationsgruppé&sei B = (f;, ..., (5;) eine Basis von
H mit starker Erzeugermenge; : Hg, . 5, — T die Projektion in die Transversale
TWvonHg,, s, in Hg, . g, undOW bezeichne die Bahn vasy unterHg, . s, ,.

...........

Eingabe: Eine Permutatione G; H; i.
Ausgabe: Antwort, oly € H; Stufej € N, auf der der Algorithmus terminiert hat.
(fir Word Strip:h = ziehe Transversalelemente vgab;; € N)

h:=g
Ji=1 // in der Regel wird = 1 sein
repeat until j > [ or 3 ¢ OU)

Bi=pr // Bild von j3; unterh

if 3 € OY) then // 3 liegt in der Bahn vors; unterHg, . s, ,
h:=h-7;(h)~! // Projektion auf neuek im Stabilisator vorp;
Ji=g+1

return (h - id), j
(Word Strip:return h, j)

Membership Test bei partieller Datenstruktur

Ausgangssituation: Die MengB = (f3, ..., ;) ist nicht unbedingt eine Basis, und die
BahnenO") sind nicht unbedingt vollstandig.

Test eines Elements von dem bekannt ist, dass es in der Grupplegt:

1. Fall: Auf einer Stufej liegt der Punk{3 nicht in der,Bahn* = neues Element in der
BahnOU) und neuer Nebenklassenreprasentafitih benotigt.

2. Fall. g € G, ... s, aber am Ende des Membership Tést# id.
= Gﬁl ~~~~~ B 2 {ld}

= (04, ..., 4;) ist keine Basis

=- neuer Basispunki, ., benotigt.

Bemerkung 4.17 Diese Datenstruktur ermoglicht eine effiziente Codierung Grup-
penelementen als Vektor der Bilder der Basiselemente:

( il §2t1 ltz'--tl)
mit dent; aus Satz 4.12. Diese Darstellung ermoglicht ein gleidieilegs Ziehen von

Gruppenelementen: Wahle einen Punkt aus jeder Bahn uniinbes das Gruppenele-
ment.

Ist etwal = 2 und sindy € O, § € O zufallig gezogene Punkte der Bahnen, so kann
man das entsprechende Gruppenelement wie folgt ermitteln:

Losey = 7' nacht; (Algorithmus 2.14). Dann loséh ' = 3% nacht,. Das gesuchte
Gruppenelement ist dann= t,t;.
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5 Der Schreier-Sims-Algorithmus

Ziel: Berechnung einer Basis und einer Menge von starken Erpesgwie der zugehori-
gen Bahnen und Transversalen.

Lemma 5.1 Sei G eine GruppeB = (4, ..., Bx) eine,potentielle Basis* und C G,

id ¢ S. SetzeS© := 3, SU) := SN Gg, . 5, Falls gilt
1. G= <S>,
@’

3. (SUDy,5 = (SW) fir alle j,

So istB eine Basis und' eine Menge von starken Erzeugern bzsl.
BEWwEIS. Induktion Uber;:

j=1:Gp = (S 2 (SW) = (SN Gpy).

Induktionsannahmes, 5 = (SN Gp, . 5)-

j~ 7+ 1:Esqgilt

~~~~~ i/ Bj+1
<S(J)>ﬁj+1
3:<S(J+1)>
:<SmGﬁ1 ~~~~~ ,Bj+1>7
wobei die Gleichheit bex) wegen der Induktionsannahme gilt. [
Schema:
G = HO = (g)
V V
Gs > HY > HO .= (SO)
V V V
(*) (1) (%) 2) 9
G51752 Z Hﬁ2 > H( = <S( )>

Grob gesprochen besagt Lemma 5.1, dass aus Gleichhéit-heauf jeder Stufe auch
die Gleichheit beix) auf jeder Stufe folgt. Angenommen, auf einer Stufeder Stabi-
lisatorkette istS bereits eine starke Erzeugermenge Hif. Die Idee ist nun, solange
weitere Schreier-Generatoren #i" hinzuzufiigen, bis‘]é’:l) = H® gilt. Da es dabei
passieren kann, dass ein neu hinzugefugter Schreierr@enalle Basispunkte fix lasst,
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mussen ggf. weitere Punkte zur Basis hinzugenommen wéuhehdie Datenstrukturen
auf den Stufen- : mussen aktualisiert werden).

Nach diesem Schema arbeitet man sich vom unteren Ende tdrsatarkette nach oben,
bis man eine vollstandige Basis mit starker Erzeugerméingé = H©) gefunden hat.

Algorithmus 5.2 Schreier-Sims-Algorithmus

Es sei¥) = (SU)) und TV) die Transversale vom{g_l) in 4= mit zugehoriger
Projektionr; : HU=Y — T, AuRerdem seD?) die Bahn von3; unter HU~Y.

Der Algorithmus startet unter démduktionsannahmelassB und S fur H® bereits eine
Basis bzw. starke Erzeugermenge sind. Er fuhrt deluktionsschritdurch, so dass bei
TerminierungB und S auch firH @~ eine Basis bzw. starke Erzeugermenge sind.

Eingabe:B = (5;, ..., 4;), S, i: Basis und starke Erzeugermenge Fi¢).
AusgabeB, S: Basis und starke Erzeugermenge it 1.

forallt € T® do
for all s € S¢-1 do
g=t s 7t s) // neuer Schreier-GeneratprausH;
(flag, 1) := MembershipTest(g, H",i+ 1) // Algorithmus 4.16: isy € H')?
if not flag then
bestimme maximales mit 37 = 5, furallek =1, ...,v

S:=Su{g, g} // g ist neuer starker Erzeuger "), S¢+1 .. S®)
if v = [ then

finde neuen Basispunki,, mit 37, # (41

B:=BU{fB1}

l:=1+1

// die Bahnen miissen ergénzt werden

for j := ;1 to [ do aktualisiere den Schreier-Vektor v

// stelle die Induktionsvoraussetzungen fir die neueBagder her

for j:=v+1toiby —1do (B,S) := SchreierSims(B, S, i)
return B, S

Um fur G eine starke Erzeugermenge zu erhalten, wird der Schrates-Algorithmus
wie folgt aufgerufen:

suche Punkt@,, ..., B, mit SN Gg, 5 =10
B = (617 "'7ﬁl)

fori:=ltolby —1do (B,S) = SchreierSims(B, S, 1)
Analyse

Korrektheit des AlgorithmusFolgt direkt aus Lemma 5.1, da auf jeder Stufe ein Mem-
bership Test fur alle Schreier-Generatoren durchgéfiiind und damit bei Terminierung
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jeder Erzeuger voriSU—Y); sicher in(S\) enthalten ist. Dies bedeutet nichts ande-
res, als dass die 3. Bedingung des Lemmas erfull{ #t="); = (S¢). Bedingung 1.
ist trivialerweise erfullt, da der Algorithmus auf die véherzeugte Gruppe angewandt
wird. Die 2. Bedingung ist fur Permutationsgruppen imméilébar, da man im Schreier-
Sims-Algorithmus immer einen neuen Basispupkt; mit 37, # 4 finden kann.
Allgemeiner gilt fur eine beliebige Operation einer Gregp auf einer Mengé\/: Die 2.
Bedingung ist nur erfullbar, wenn die Operation treu ist.

Terminierung Fur Permutationsgruppen i&t < S,, und damit endlich. Spatestens bei
S = G liefert der Membership Test keine neuen Elemente. Allgeerei

e FallsG eine endliche Gruppe ist, so terminiert der Algorithmus ienm

e Falls M endlich ist, so wird durch die Gruppenoperation afieine Permutations-
darstellung voreG definiert, also ein Homomorphismus vohin die symmetrische
GruppeS, | Definiere®(g) € S,, durch

M = {my,....mp}, g% m; =m; =: Mag)@-

Folglich terminiert der Algorithmus und liefert Informaten tbery moduloGp, s,

Aufwand:

Erzeuger Erinnerung: Die Anzahl der Schreier-Generatoredi$t)| - [SU—1| > |SU)|,
also potentiell exponentielles Wachstum der Anzahl deré&ehGeneratoren. Aber: Es
werden nur die wirklich bendtigten Schreier-Generatonetie MengeS aufgenommen.
Folglich:

1SV = O(|5] +log |G)).
Dies gilt nur, wenn man auch bei der initialen Menge= S nur die,benbtigten*
Erzeuger beruicksichtigt.

Anzahl der Basispunktdede Gruppe in der Stabilisatorkette ist eine echte Unippg.
Folglich ist die Lange der Stabilisatorkette gleich dezAnhl der Basispunktet1), also
nach Bemerkung 4.3

O(log|G).

Aktualisierung der BahniWende dafur jeden Erzeuger auf jeden Punkt der Bahn an. Wen
de dann jeden Erzeuger auf die neuen Punkte an. Das ergibt
OV < |M|=n
= n - Anzahl Erzeuger Anzahl Bahnen
= O(n(log |G])* +n|S?|log |G])
Operationen void: auf M.

Speziell fur Permutationsgruppen: Speichere das BildseRunktes unter der Permutati-
on:

= O(nlogn) Speicher
O(1) Zeit.
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Test der Schreier-Generatordgs ist|T")| < n. Damit kann man die Anzahl der Tests

abschatzen: _ _
Z 70| - 1SU=D| = O(n(log|G|)? + n|SP|log |G]).
J

Membership TesZwei Varianten zur Berechnung des Nebenklassenversrgtér) (vgl.
Algorithmus 2.14):

1. Uber den Schreier-Vektor: maximgh )| viele Multiplikationen von Gruppenele-
menten (falls der Schreier-Baum eine lineare Kette ist, etiga bei zyklischen
Gruppen). Das ergib®(n) viele Gruppenmultiplikationen (bei Permutationsgrup-
penO(n?) viele Elementaroperationen, da die Multiplikationdn) liegt). Fur
alle Schleifendurchlaufe ergibt sich damit ein Gesanwaunfl vonO(n log |G|)
Gruppenoperationen (bzw?(n?log |G|) Elementaroperationen in Permutations-

gruppen).

2. Uber Speicherung des kompletten Pfad®$1), aber der Speicherbedarf wachst
um den Faktorn. Fur alle Schleifendurchlaufe ergibt sich damit ein Getsaufwand
von O(log |G|) Gruppenoperationen (bz\(n log |G|) Elementaroperationen).

Mit diesen zwei Varianten ergibt sich der GesamtaufwandAdgsrithmus:
Satz 5.3 Der Schreier-Sims-Algorithmus hat folgenden Gesamtand¥éar Laufzeit und
Speicherbedarf bei
1. Berechnung von; uber den Schreier-Vektor:
Zeit: O(n3(log |G|)® + n?|S©|(log |G])?)
SpeicherO(n(log|G|)? + n|S®|log |G|)
2. Berechnung vom; uber den gespeicherten Pfad:

Zeit: O(n*(log |G|)® + n?|S?|(log |G])?)
SpeicherO(n?(log |G|)* + n?|S©|log |G])
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6 Basiswechsel

Ausgangssituation Sei G eine Permutationsgruppe mit starkem ErzeugendensyStem
bzgl. der Basis3.

Ziel: Das Losen von Gleichungen der folgenden Formen:

e Flra,b e M findeg € G mita = b9.

e Simultane Gleichungen: za = (aq,...,a;),b = (b, ...,b) mit a;,b; € M finde
g€ Gmita=">b’ dh.a;=0/furi=1,..1.
Beachtea, b sind geordnete Sequenzen und keine Mengen.

Bemerkung 6.1 Ein besonders einfacher Fall ist gegeben, wieen; ist, wobeis; der
erste Basispunkt aus sei. Dann gilt namlich:

FgeG:a=ts [acpi=0"]

Eine mogliche Losung ist durch ein Element der Transvers&() gegeben und wird
ggf. durch Algorithmus 2.14 geliefert.

Bemerkung 6.2 Die Losungen der Gleichung = ¥? sind von der Formu = hgoy mit
h € Gy unda = b%. Also sind die Elemente der Nebenklagsgy, Losungen.

Bemerkung 6.3 Der einfachste Fall der simultanen Gleichungen ist gegelvennb =
(64, ..., 3;) ein Anfangsstuck der Basi8 ist:

1. Losea; = f{' mitg, € G.
2. Losea, = ] mity' = g:g1 € Gs,01.
[ay = BP9 mit g, € Gy ] & [0 = ay = B9 mit g, € Gp,], die Losung kann

also mit Hilfe der Transversaléfi® von G, 5, in G5, bestimmt werden.

Algorithmus 6.4 Schema des Algorithmus zur Losung ven, ..., a;) = (5, ..., 7).

1. Bestimme eine Losung € G mita; = (37".
2. Lose die Gleichungen
-1 -1
(a3 oeva ) = (B3, )
in der Gruppé&s, .

3. Die Losung isy = g29;.
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Problem: Wie l6st mana = b7, falls b nicht das Anfangsstiick der bekannten Basis ist?
Ahnliches Problem: Wie berechnet man den Stabilisatorsdimktes € M bzw. einer
Sequend = (by, ..., b;)? (Die Losung ist einfach, werinein Anfangsstiick der BasiB

ist: Gp = (SN Gy).)

Ziel: Verwende die gegebenen Informationen (bekannte Basistankles Erzeugenden-
system), um eine neue Bag®zu berechnen, dikals Anfangsstiick hat. Dabei soll keine
Neuberechnung voB’ und S’ mit dem Schreier-Sims-Algorithmus stattfinden.

Wir greifen auf die Gruppentheorie zuriick:
Definition 6.5 Der Normalisator einer Permutationsgrupge < S,, ist der Normalteiler

N(G):=Ns, (G):={h€S,:Vg€G:h'gheqG}.

Wir verhalt sich eine starke Erzeugermenge unter Konjagat

Lemma 6.6 Sei S eine starke Erzeugermenge véhbzgl. der BasisB. Dann ist fur
h € N(G) auch
St ={h"lsh:se S}

eine starke Erzeugermenge \Grbzgl. der BasisB" = (57, ..., 31).

BEWEIS: Skizze: Es sefs!")%i = (61" " = (5;7)". Dann folgt: Fallss; den Punki3;
stabilisiert, so stabilisiext; den Punki3!". [

Basiswechsel durch Konjugatioinde einh € N(G) mit (57, ..., ) = (by, ..., b). Dies
ist das urspriingliche Problem, aber in der groReren Gridd-).

Bemerkung 6.7 Ein Ansatz zur Losung voa = b?:

1. Bestimme eine Losung vdn= (9'.

2. Bestimme eine Losung van= 3%.

Dann ista = 39 = b% %, Dieser Ansatz ist gut, falls immer eine Losung existiert.

Bemerkung 6.8 Ein anderer AnsatBasiswechsel durch Vertauschen der Basiselemente
Transformiere direkt die BasiB und das starke Erzeugendensystem, so dass man eine
neue Basis?’' = (by, ..., b, bi11, ..., b)) erh@lt. Dann kann man die Gleichuag= b’ wie

in Algorithmus 6.4 losen.

Ist B = (1, ..., Bm) €ine Basis, so aucB’ = (4, ..., B, b1, ..., by).
Idee Vertausche die Basiselemente, bis man

B” == (bla '-'7bl7ﬁ17 7ﬁm)

erhalt. Es genugt, benachbarte Elemente der Basis zaugetien.
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Transposition der Basiselemente:

B = (617 "‘7ﬁi7ﬁi+la )
!
= (b1, -sBis1, B, )

In den Stabilisatorketten sieht das so aus:

G > Gﬁl > > Gﬁl ~~~~~ Bi =~ Gﬁl ~~~~~ BiBit1 =
] (einzigeAnderung!)
G > Gﬁl > > Gﬁ17~~~75i7175i+1 > Gﬁl ~~~~~ BisBit1 =

Ohne Einschrankung reicht es, den Hal= (ﬁl, Bs), B" = (32, 1) zu betrachten.

nyi= GGﬁly/ Kﬁg
ﬁk 45%

Gﬁ1 B2
Wegen der Bahnbilanz gith, = e, Folgendes ist zu tun:

1. Berechne die Bahn vam, unterG (das ist einfach: Algorithmus 2.11).

2. Bestimme die Erzeuger vaofiz, und die Bahn vor3; unter Gg,. (Variante mit
Schreier-Generatoren; Abbruch, falls die Bahnlaage:..)

Bemerkung 6.9 Es istﬁf"2 C 3¢. Die Bahn vong, unterG zerfallt in disjunkte Bahnen
unterGps, < G.

Algorithmus 6.10 Transposition von Basiselementen

Eingabe: Starke Erzeugermen§iézgl. B = (5,, 3,), die Bahnens® und 3 .
Ausgabe: Starke Erzeugermengfebzgl. B’ = (., 41) und die Bahrﬁf‘”.

S" =S NGg, g, /1 S" soll ein starkes Erzeugendensystem@ii werden
V:={3}  /0W soll die Bahn vors, unterG s, werden
C :=pH\OW  //enthalt die Kandidaten fiir die Bahnelemente
while |OW| < m, do
a := Element aug”
findeu € G mit 5} = «
vi=py
if v € 3, then
findew € Gg, mit 5y’ =~
S = 8" U {wu, (wu)"'}
aktualisiere die Bahm® = 3!*"
C = C\OW
else C' := C\a!¥)
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Analyse

Korrektheit des AlgorithmusSeia = 3} mitu € G. Gesuchtist € G mit

ﬁf:av ﬁQxZﬁ?)

d.h.z € G, (denn es soll ja geprift werden, ebin der Bahn von3, unterGp, liegt).
Alle z mit 8{ = « sind von der Formr = wu mitw € Gg,, B} = a,u € G.
Zu losen ist also '

By = 0By" = Do,
was aquivalent ist zu

w u’l

By =05 =7

mitw € Gp,, u wie oben. Gibt es so eiw, so liegta in der Bahn vons, unterG, und

x = wu ist ein weiterer Erzeuger vafg, ; gibt es so einv nicht, so konnen die Elemente
vona'$" als Bahnelemente ausgeschlossen werden.
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7 Kurze Faktorisierungen

Erinnern wir uns an die Anwendungsmaoglichkeiten eineri8asmit starker Erzeuger-
menges:

e Test, ob ein Elementin der vonsS erzeugten Gruppe liegt: Benotigt die Transver-
sale bzw. zu jedem Punkt in der Bahn ein Gruppenelement,etaBasispunkt auf
diesen Punkt abbildet (Algorithmus 4.16).

Speichere die Transversalelemente explizit als (Perins)Gruppenelemente.

e Faktorisierung von Gruppenelementen als Produkt von gereu(d.h. Elemente
von S und ihre Inversen); etwa fur die Auswertung von Homomaspten, die ein-
deutig durch die Bilder der Erzeuger festgelegt sind.

Speichere fur jedes Element der Transversale eine Diarsgedls Produkt vopbe-
kannten" Elementen.

Definition 7.1 Einstraightline program, kurz SLP, ist eine geordnete Sequéfz g-, ..., g,),
in der jedesy; eines der folgenden Kriterien erfullt:

e g; ist ein Element der Erzeugermenfsg, ..., s,, } der Gruppe.

e g, ist ein Produkt der Form; = g;gx mit j, k < i oder von zwei Erzeugern.
e g; ist eine Poteng; = g7 mit j < i,m € Z\{0}.

e g; ist entstanden durch Konjugation, dh = g7* := g: 'gjgk Mit j, k < i.

Beispiel 7.2 Ein SLP liefert einen Berechnungsgraphen fur das Element

S4 S9o S3
\/
S7 a1 g2
\/ \A/
g4 o5}
/4 \/
Je gs
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Als ,,Programm® sieht der Berechnungsgraph so aus:
g1 ‘= S4, G2 ‘= S2° 53,
g3 = S1°, gai=S7° 41,

g5 :=01-93, 96 :=0i, 97:=0s" s

Man verwendet nun fUr die Darstellung eines Elements rdahErzeugermengég, son-
dern das SLP.

Speichere wahrend des Schreier-Sims-Algorithmus zumatkuen starken Erzeuger und
jedem Element der Transversalen, wie sie aus den vorhand@#eenten berechnet wer-
den, d.h. aktualisiere daglobale" SLP.

Eine Faktorisierung eines Elements wahlt eine Teilsega@is demglobalen* SLP (nur
diejenigen Elemente, die wirklich benotigt werden).

Im Allgemeinen erhalt man so eine effiziente Berechnunghoift fur das Bild unter
einem Homomorphismus.

Aufwand (grobe Abschatzung): Im ungunstigsten Fall istBahn eine lineare Kette der
Langen. Folglich ist das Transversalelement ein Produkt von ktiestsn Elementen.
Insgesamt: maximad(log |G|) viele Stufen und)(n log |G|) viele Multiplikationen.
Schreier-Generatoren der Foter(ts)~!: Konstante Anzahl von Operationen.

Aber: Die Anzahl der Faktoren eines Schreier-Generataer®addukt von Erzeugern der
Gruppe kann exponentiell mit der Anzahl der Stufen anwathse

Ziel: Finde eine kurze Faktorisierung mit Hilfe von Stabilig&tgdten.
Bemerkung 7.3 Eine optimale Faktorisierung erhalt man tiber den CaBegphen.

Definition 7.4 SeiG = (s1, ..., s,,) €ine endliche Gruppe unid = (f1, ..., f,,) eine freie
Gruppe Uber den Erzeugefi, ..., f,,. Eine Faktorisierung von g € G ist ein Element
f € Fmitd(f) = g, wobei® der kanonische Homomorphism@is: F' — G, f; — s;,
ist. DieL angeeiner Faktorisierung von ist die Wortlange f|, wobei gilt:

o |fil=1.

e |f7'| =1 (nach Konvention).

o |ff| =|f|+|f], falls sich,nichts kiirzt", d.h. fallsf = w; - - -wy, f = v, -~ v, und
wy, # vyt (im Allgemeinen gilt nud £ f| < |f] + | f]).

Problem: Zug € G = (sy, ..., s,) finde das kurzestg € F mit (f) = g.

Bemerkung 7.5 Zu einer festen Basi8 existiert immer ein optimales Transversalensy-
stem, d.h. die Lange der Faktorisierung aller Transvelsadente ist minimal.

BEWEIS: Die BasisB legt die Stabilisatorkett&’ > G5, > ... > {id} eindeutig fest. Zu
jedem Element der Bahn gibt es ein Gruppenelement mit mieimkaktorisierung. W
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Problem Wie findet man ein Elementc G, . 5,_, minimaler Lange mit/ = »?
Wie wahlt man eine gute Basis?

Idee Wahle die Basis so, dass moglichst kurze Worte in denlgyee viele Basispunkte
festlassen, d.h. man hat per Konstruktion schon einigeskidrzeuger fir die Untergrup-
pen in der Stabilisatorkette (siehe dazu auch Egner unchieligl]).

Die folgende Definition 7.6 ist bewusst vage gehalten.

Definition 7.6 Sei G = (s1,...,8nm) < S., F' = (f1,..., fm) €ine freie Gruppe und
®(f;) = s;, der kanonische Homomorphismus.

1. Als Paar bezeichnen wir ein Tup€lf, g) := (f, ®(f)) € F x G.

2. Alsfaules Paar( f, g) bezeichnen wir Gruppenelemerte; mit vielen Fixpunkten,
d.h. es gibt nur wenige Elementec M = {1, ...,n}, die vong bewegt werden.

3. Einkurzes Paarist ein Paar f, g) mit kleiner Wortlange f|.

4. Konjugierte Paare sind Paare der Forrtf,q) = (f,¢9) = (" f'f.97'¢9).
Die Anzahl der Fixpunkte vofif, §) ist gleich der Anzahl der Fixpunkte va@it’, ¢'),
aber im Allgemeinen sind die Fixpunkte verschieden.

Definition 7.7 Wir definieren einePaarordnung: Es sei(f,g) < (f,§) genau dann,
wenn die Anzahl der Fixpunkte vangroRRer als die Anzahl der Fixpunkte vgmst, oder,
bei gleicher Anzahl, fall$f| < | f].

Fur ein Paaf f, ¢) identifizieren wir im Folgenderi und g miteinander.

Algorithmus 7.8 Wahl einer Basis

SeiG < S,, eine Permutationsgruppiix(u«) bezeichne die Menge der Fixpunkte ven

1. Generiere eine Listé von kurzen Paaren und dazu konjugierten Paaren, die bzgl.
der Paarordnung geordnet ist (etwa Uiber Breitensuche varmusgehend).

2. Finde eine geeignete Partitidhvon {1, ...,n}:

B :=({1,..,n}) //I.A. B = (By,...,B;) mit B; C {1, ...,n}

while L # () do
u:=min.{v € L} // das kirzeste Wort aus, fir das|Fix(u) N By| maximal ist
B = (B; NFix(u), By\Fix(u), By, ..., B;)
L:={veLlL:B ZFix(v)}

3. Verfeinere die Partitiod3 zu einer geordneten Basis durch Aneinanderhangen
der BlockeB;:
B := (ﬁlv SEED) ﬁiv ﬁi-{—la ) ﬁi.ﬂ,_k;, )
—— ———

B1 Bo
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Die Idee hinter dieser Heuristik ist es, in die vorderendBk) der Partition diejenigen
Punkte zu sortieren, die von vielen kurzen Paaren fest ggtawerden. Diese kurzen
Paare verteilen sich daher tber viele Stufen der Statalisatte und konnen in den ent-
sprechenden Untergruppen als Erzeuger wirken, so dass ietan(mur) auf die immer
langer werdenden Schreier-Generatoren angewiesen ist.

Als nachstes werden wir uns tberlegen, wie man die Trasalen der Stabilisatorkette
mit kurzen Worten vervollstandigen kann.

Im ersten Schritt werde eine Basis so festgelegt, dass esdast einige kurze Paare
gibt, die viele Basispunkte fix lassen. Die Basis legt didottatorkette fest:

G > Gﬁl > 2 Gﬁl ~~~~~ Bj > {id}
——
einige Erzeuger mit kurzer Faktorisierung

Die Berechnung eines optimalen Transversalensystems k@&mmittels Breitensuche
erfolgen. Aber der Aufwand ist zu grof3!

Bemerkung 7.9

1. Oft kennt man die Gruppenordnultg| und hat damit ein Abbruchkriterium fur die
Breitensuche: Produkt der Bahnléng?erTnG\.

2. Die Berechnung eines optimalen Transversalensystamasves aufwendig, aber
man muss nicht den kompletten Cayley-Graphen speicheraasmptimale Tran-

versalensystem zur Faktorisierung zu verwenden.
= Speicheraufwand?(p(log |G|)) mit einem Polynonp.

Es wurden fur die Basiswahl im ersten Schritt von Algorittenv.8 viele kurze Paare
berechnet. Fluge diese in die Datenstruktur ein. Dab&d&ej) die Bahn vons3; in G, _,.

e Teste, welche Basispunkte von einem kurzen Bdrgelassen werden.

e Bestimme die Stufg mit 5/ = ;,i < j undy := 37 # §;.
Fallsy ¢ O(3;): verwendey auf jeden Fall als Element der Transversaléh.
Fallsy € O(8;): verwendey, falls es kirzer ist als das bisher gespeicherte Wort

mity = 3.
Speichere ggf. die Kantg, - ~ im Bahngraphen.

Wir betrachten nun einige Heuristiken zur Vervollstanaig der Transversalen.

Strategie 7.10 Nutze, Kollisionen® im Bahngraphen:
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Speichere zusatzlich die redundanten Kanten (im Bildripbsit) im Bahngraphen ab,
eventuell sogar mehrfache Kanten. Kreise im BahngrapheBid fett) liefern Elemente
des Stabilisators (z.B. istim Bilgig; ' g5 " € G3,). Diese Elemente konnen in den Bahnen
von 341, Bjt2, ... von Nutzen sein.

Vorgehen: Finde moglichst kurze Kreise im Bahngraphen fiige diese Elemente auf
tieferen Stufen der Stabilisatorkette in die Datenstrugtn.

Strategie 7.11 Orbit Graph CompletiorMerwende alle vorhandenen kurzen Elemente in
jedem Bahngraphen, um moglichst viele Kanten mit kurzettdtssierungen zu haben.
Auch Elementgy € Gg,, ... 5, kbnnen durch Verkntipfung mit anderen Gruppenelementen
in den Graphen zi#,, ..., 3;_; neue Transversalelemente liefern.

Strategie 7.12 Vervollstandigung mit zufallig gewahlten kurzen Wart@rofRere Worte
als die initialen kurzen Paare).

Strategie 7.13 Verwende Schreier-Generatoren.

Bei der konkreten Implementierung dieser Strategien gilaieige Freiheitsgrade:

e Wieviele initiale kurze Paare?
e Wieviele konjugierte Paare?
e Wieviele Kanten werden gespeichert?

e Welche Reihenfolge bei der Asnwendung mehrerer Strategien?

Bemerkung 7.14 Die maximale Wortlange ist die Summe der maximalen Wogéh in
jeder Transversale.

Sei nun eine Stabilisatorkette mit einer Faktorisierungkfion wie z.B. in Algorithmus
4.13 gegeben. Zy € G bezeichneuv(g) das durch diesen Algorithmus geliefert Wort in
den Erzeugern vo6.

Definition 7.15 Wir definieren dieVerteilungsfunktion der Wortl ange (engl. length
distribution functionkurz LDF) als formale Potenzreihe

ldf(z) = "z

geG

=Y Hg:lwg)l=m}|- 2™

m>0

Der Koeffizientp,, von Z™ gibt an, wieviele Worte mit der Wortlange es in der Gruppe
gibt.

Bemerkung 7.16 Die einfacher zu berechnende Funktion

af(z) = | > 2"

J=1 \ter®
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liefert eine Abschatzung fiirlf(7) im folgenden Sinne: Fudf*(Z) = > pf, Z™ und

m>0

Wdf(Z2) = >_ pm2Z™ gilt

m>0

k k
Y =Y b, 1<k<L
m=0 m=0

Diese Funktionen hangen naturlich von dem vorher erttgtieTransversalensystem ab,
da der Faktorisierungsalgorithmus darauf zuriickgreift.

Bemerkung 7.17 Werden Elemente aus verschiedenen Transversalen mitkeinamulti-
pliziert, so wird das Wort nicht langer als die Summe der tdlogen:

titial < It + [tigal.

Dies zeigt, dass die Koeffizienten vbif(7) undldf*(Z) nicht unbedingt identisch sind,
daldf* die ungekurzten Worte zahilt.

BeobachtungNur relativ wenige Elemente haben eine sehr grof3e Wgdan
Idee Faktorisiere leicht modifizierte Elemente, namlich dasdekt vong und einem
kurzen Wort:Trembling

Algorithmus 7.18 Trembling

Eingabe:g soll faktorisiert werdenk € N ist Anzahl der initialen kurzen Paasp, <
... < sp,, (short paiy aus Schritt 1 von Algorithmus 7.8
Ausgabe: Eine voraussichtlich kiirzere Faktorisierungpn g

w := factor(g) // Algorithmus 4.13

fori=1tok
v :=sp; ' - factor(®(sp;) - g) // ® kanonischer Homomorphismus
if |v| < |w| then w :=v

return w

Bemerkung 7.19 Die Abhangigkeit der Lange voh(sp;)- g von|sp,| istim Allgemeinen
»Sehr unstetig®, d.h sie variiert stark.

Eine genauere Analyse findet sich bei Egner und Plischdd{d Merteilung einesandom
walk auf dem Cayley-Graphen bzw. einem Teil davon konvergigmelt fir Gleichver-
teilung auf der Gruppe. Man beobachtet dabei, dass mitr@anigen kurzen Paaren die
Wortlange auf ca66% der urspuinglichen Lange reduziert werden kann.
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8 Faktorisierung mit Freiheitsgraden

Bisher haben wir fur eine gegebene Grugpe- (S) < S,, und ein gegebenes € S,
folgende Fragestellungen betrachtet:

e Prife, obos in GG enthalten ist

e Faktorisierer also = s;, - - - 55, mit moglichst wenigen Faktoren, € S

Jetzt wollen wirFreiheitsgradéber eine zusatzliche Untergrupfle< G einfulhren. Dies
ist gerechtfertigt, wenn die Untergruppg,unsichtbar* in dem Sinne ist, dass Permuta-
tionen ausH den Ausgangszustand eines Systems (z.B. eines Puzzleghinunter-
scheidbarer Weise transformieren. Als verdeutlichenagsdel kann da8rezetPuzzle
von Egner und Puschel [4] dienen.

Problem: , Faktorisiere moduld?®, d.h. finde einh € H unds = s;, - - - s;,, SO dass

e 0 =nh-sqgilt
e die Wortlanges| moglichst klein ist

Bemerkung 8.1 Im Idealfall ist H ein Element der Stabilisatorkette, d.h.
G>Gg >..>Ggs 5 =H>. >{id}.

Dann ist eine partielle Faktorisierung dadurch gegebess dzan nur die Faktoren aus
den Transversalen bis Zil = G, .. 5, verwendet:

.....

o="h-t;---t.

Problem: Wie kann man erreichen, dags= Gj, .. 5, ist (falls Uberhaupt moglich)?

.....

Ansatz Initialisiere die PartitionBy = ({1, ..., 5}, {5j+1, .. }) im Algorithmus 7.8 fur
die Basiswahl mit den Fixpunkten bzw. Nichtfixpunkten v@n

Aber: Im Allgemeinen hat{ wenig Fixpunkte, so dass dieser Ansatz nicht zum Erfolg
fuhrt.

Dennoch kann man eventuell erreichen, dass es eine relafedJntergruppe voi/
gibt, die in der Stabilisatorkette auftaucht:
Flr eine feste BasiB gelte etwa:

G > G61 > G51ﬁ2 > > Gﬁ1 77777 B; > ... > {ld}
V V
H = Hﬁl —,>«- Hﬁl,ﬁ2 = Hﬁlﬁmﬁs > > {ld}

Falls die Basis gut gewahlt werden kann, so sind in der zinggén Stabilisatorkette eini-
ge Untergruppetts, . s undHg, . s ., identisch und aulRerdefds, . 5 = G,
ein kleines;j. So kann man erreichen, dass ein Teil der Freiheitsgradgeauizt werden
kann.

...........

Problem Wie wahlt man eine gute Basis?
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Strategie 8.2 Heuristik:

1. Wahle eine Basi®, fur die Untergruppée .

2. Fuge weitere bzglH redundante Basispunkte ein, so dass man eine Bafis G
erhalt.

Es kann sein, dass es bei Permutationsgruppen keine Bbsisligi es erlaubt, die Frei-
heitsgrade vori/ auszunutzen. Also ein anderer Ansatz:

Strategie 8.3 Betrachte eine neue Operation der Gruppe, beispielsweise

1. Operation auf (kleinen) Mengen von Punktéh.hat eventuell keine Fixpunkte,
aber kleine Bahnen, etwa”’| = k¥ < n = |G|. Betrachte die Operationen auf
k-Teilmengen der Grupp€, wahle etwa3; = 1. Die Anzahl der,Punkte* (-
Teilmengen) is(}).

2. Operation vort; auf H durch Konjugation oder Rechts-/Linksmultiplikation.

Konjugation Multiplikation
evntl. nichttrivialer Kern treu
operiert auf Menge der konjugierten Untergruppesperiert auf Menge aller Nebenklass

Die Stabilisatorkette hangt von der Basis ab und damit &oahder Operation der Grup-
pe. Optimierungen durch weitere Gruppenoperationen (gaafischt) sind moglich, et-
wa Operationen auf Teilmengen bei Permutationsgruppen.

Es gibt allerdings Gruppen mit einem Untergruppenverbaied, schlecht* ist fur die
Methode der Faktorisierung mit Stabilisatorketten, dasséén Paar von Untergruppen
mit grof3em Index (also groRen Bahnen) existiert.
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9 Endliche Korper und ihre Darstellungen

Definition 9.1 Als endlichen Korper I, bezeichnet man einen Korper miElementen,
wobeig = p™ fur eine Primzahp undm € N ist.

Bemerkung 9.2 Eigenschaften endlicher Korper.

1. Zujedem Korpelt', mit ¢ = p™ gibt es einePrimk orper F, = Z /pZ.

2. F, mit ¢ = p™ hat die Charakteristik, d.h.1 + ... + 1 = 0. Folglich gilt auch fur

p-mal

jedesa € I
a+..+a=a-(1+..4+1)=0.
——

p-mal

3. Die endlichen Korper entstehen aus dem PrimkorpeEaieiterungskorper der
Form

Fpm = Fp[X]/{F),

wobei f ein normiertes und irreduzibles Polynom vom Gradst. Das Inverse von
g € F[X]/(f), g # 0, lasst sich Uber den Euklidischen Algorithmus bestimmen
denn es gilt fur gewisse, b:

f irreduzibel

= 1=ggT(f,9) =af+bg
=b=g¢ 'mod f.

4. Die Einheitengruppe F* = [,\{0} aller invertierbaren Elemente ist zyklisch,
d.h. es gibt eirprimitives Element o € F, so dass jedes Element als= o
geschrieben werden kann fur gire {0, ..., ¢ — 2}.

Satz 9.3 Fur ¢ = p™ definieren wir deriFrobenius-Automorphismusdurch
F:F,—-F, ~v—~
Es gilt (wegen Charakteristik):

F(ab) = (ab)? = a”t?,
Fla+0b)=(a+b)P =d’ + V.

Bemerkung 9.4 Der Frobenius-Automorphismusist ein Korperautomonphis der Ord-
nungm, d.h. fur alley € I, gilt

F(y) =" =97=7 bzw. "7 =1.
Daraus folgt, dass das Polynofnaus Bemerkung 9.2(3) ein Teiler vaXi? — X =

X(X7 ! —1)ist (daX? — X = 0 mod f), und daf irreduzibel ist, ist es sogar ein
Teiler vonXx4—! — 1.
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Bemerkung 9.5 Mit einem primitiven Element& kann man inF* ,bequem® rechnen:
Die Multiplikation wird zur Addition der Exponenten:
ol ol = ai-i-j’
im Exponenten findet eine Addition i/ (¢ — 1)7 statt.
Die Addition kann mit einem Trick auf die Multiplikation ziickgefuhrt werden:

Aol =al - (1+a) =tk
———

—ak

falls /=" # —1. Um dies schnell berechnen zu kénnen, bendtigt man eibell€ader
1 + !, den sogenanntetech-Logarithmus.

Frage: Auf welche Weise(n) kann man endliche Korper darstellen?

Satz 9.6 (Polynomdarstellung)
Die endlichen Korper erhalt man als Quotienten X |:

Fpm = Fp[X]/{F),

wobei f ein normiertes und irreduzibles Polynom vom Gradist, siehe Bemerkung
9.2(3).

Satz 9.7 Alle endlichen Korper mity Elementen sind isomorph.

Es gibt aber keine kanonischen Isomorphismus, d.h. derdgamsmus zwischen zwei
verschiedenen Darstellungen muss explizit angegeberewerd

Beispiel 9.8 Die Polynomef; = X3 + X +1 € Fo[X]undfo, = Y3 + Y2 + 1 € Fy[Y]
liefern beide eine Darstellung vdr. Man konnte etwa Uber primitive Elemenig, a»
einen Isomorphismus} — of konstruieren.

Bemerkung 9.9 Eine Nullstelle des definierenden Polynorfasst nicht unbedingt ein
primitives Element;f = X2 + 1 € [F3[X] liefert Fy. Eine Nullstelle sei\. Dann ist
A? = —1, also\* = 1. Die Ordnung von\ ist zu klein, sie musste — 1 = 8 sein fir ein
primitives Element.

Die Darstellung vori', durch Polynome vom Grag m (vgl. Bemerkung 9.2 bzw. Satz
9.6) liefert fury € I, eine Darstellung als Koeffizientenvektor:

¥ =~ 'y(X) =Y —}—’le + ... —|—’}/m_1Xm_1 = (707717 ~-~77m—1) S ng

Satz 9.10 (Vektorraumdarstellung)
Der KorperF, ist ein IF,-Vektorraum der Dimensiom:, d.h. jedes Element € I,
entspricht einem Vektor if":

F,=Fm=F" (alskF,-Vektorraum)

p
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Ein Basiswechsel liefert eine andere Darstellung der Eteeyel.h. allgemein hat man fur
eine BasisB = {0y, ..., b, } von " undy € I, die Darstellung

mit ’3/2' c IFp.

Ziel beim Basiswechsel ist es, eine Darstellung zu erhattenRechenoperationen ver-
einfacht, also z.B. eine schnellere Multiplikation erriiéigf.

Die Operation des Korpers auf sich selbst durch Multiglt@, = — z - v, ist einelF,-
lineare Abbildung. Es gibt also fur jedesc IF)» eine Matrixdarstellung/z, € ;™.

Satz 9.11 (Matrixdarstellung)
v Fpm — T 4+ M, ist eine injektive Einbettung ifir)**"™. Sie ist ein Isomor-
phismus auf das Bild(FF,m ):

Mgy = My + M,

Mg, = MghL,.

Bemerkung 9.12 Die Wahl der Darstellung muss in jedem Anwendungsfall netogie
fen werden:

e Welche Operationen werden ausgefuihrt?

e z.B. Kryptographie: Diskreter Logarithmus UbEy: Keine Darstellung bzgl. des
primitiven Elementes.
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10 Matrixgruppen uber endlichen Korpern

Definition 10.1 Mit
GL,(Fy) ={A€F"": esgibtA™' mit A=A =1, = AA™"}
={A e Fy"" : det(A) # 0}
bezeichnen wir die Gruppe der invertierbarer n-Matrizen tbeil,.
Bemerkung 10.2 Als ,natiirliche Operation* vok: L, (IF,) auf dem Vektorraunt; be-

trachten wir die Multiplikation vorw € 7 mit A € GL,,(I",). Diese Operation ist treu,
da eine Vektorraumbasis nur von der Einheitsmalyikestgelassen wird.

Problem: Wahl der Basispunkte fur eine starke Erzeugermenge.

SeiG < GL,(F,). Fur|G| < ¢" — 1 gibt es einen Vektor € [}, der nur von der
Einheitsmatrix festgelassen wird. Al§e“| = |G| undG, = {I,,}. Die (ziemlich kurze)
Stabilisatorkette ist

G Z Gv = {In}7

die Bahnlange warg~|, also maximal.

Ziel: Finde Vektoren, die von moglichst vielen Gruppeneleraeriestgelassen werden,
um eine grofRe Untergruppe in der Stabilisatorkette zu enhaDaraus erhalt man eine
kurze Bahn.

Idee: Verwende nicht nur Vektoren, sondern auch (Unter-)Vakiome als Basispunkte.

Bemerkung 10.3 Fur eindimensionale Vektorraume der Form

() ={w:yel,}, v#0,

ist1 < [Gy : G,] < q— 1 (eine Nebenklasse fur jeden moglichen Eigenwertlay)s
Verwendet marv) undv in der Stabilisatorkette,

> G<v> > Gy >,

so kann die Bahnlange um einen Faktor bigzu 1 reduziert werden.
Beachte:A ¢ G,y bedeutet, dass Eigenvektor vonA ist; A € G, bedeutet, dass
Eigenvektor zum Eigenwettvon A ist.

Bemerkung 10.4 Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass man zu einer ¥dtgine
Normalform N 4, bestimmen kann. Daflir schreibt man ddmsrakteristische Polynoify
von A als Produkt von irreduziblen Faktoren

fa(A) = det(A, — A) = g1(M)g2(A) - - - g (N).
Die Normalform ist dann
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wobei dieG; die Begleitmatrizerder Faktorery; (mit deg(g;) = d;) sind:

0 1
0 1
G; = .
0 1
—90 —Y,1 --- —Gidi-2 —UYidi—1

Jedes(G; beschreibt die Aktion vomd auf einemverallgemeinerten Eigenraufoder
Hauptrauny der Dimensioni;.

Wahle als Basispunkte verallgemeinerte Eigenraume haih&r Dimension, denn wie
wir im folgenden Satz 10.6 sehen werden, verbessert digStthacen, kurze Bahnen zu
erhalten.

Lemma 10.5 Fur Vektorenv aus dem verallgemeinerten Eigenraunyzgilt:
gi(A)-v=0.
BEWEIS. vgl. Satz von Cayley-Hamilton aus der linearen Algebra. |

Daraus erhalt man eine Abschatzung der Bahnlange:

Satz 10.6 Es seiv ein Vektor aus dem verallgemeinerten Eigenraumgzuind d =
deg(g;). Dann gilt:
] < ¢ - 1.

BEWEIS: ¢;(\) teilt X! — 1. Daraus folg{ A" "' = I,,)) -v = f;(A) - g:(A)-v = 0, denn
nach Lemma 10.5igf;(A) - v = 0. |

Algorithmus 10.7 Basiswabhl fur Matrixgruppen
1. Berechne (verallgemeinerte) Eigenraume zu einigedallmyigewahlten Gruppen-
elementen.
2. Berechne die Schnitte dieser Eigenraume.
3. Wahle daraus eine Basis nach folgenden (heuristisdtréeyien:

(a) kleinster Grad des zugehorigen Fakigrs

(b) kleine Anzahl von Termen ip;

(c) grol3e Anzahl von gemeinsamen Eigenraumen
(d) kleine Anzahl von Eintragen in den Vektores ()
(e) kleinste Dimension

Ausfuhrliche Informationen dazu findet man bei Murray urigi@n [10].
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Teil 1l

Codes

11 Lineare Blockcodes
In diesem Abschnitt sélt', ein endlicher Korper mig = p™, p prim. Unter einem (allge-
meinen)Codeder Lange: verstehen wir hier eine UntermengeC [} .
Definition 11.1 Als linearen BlockcodeC'[n, k, d, q] bezeichnen wir einen Untervektor-
raumC von 7 mit folgenden Eigenschaften:

1. dimp, (C) = k, d.h.C enthalt|C| = ¢* Codeworte.

2. DieMinimaldistanz des Codes ist

min{dist(e,¢’) : ¢,¢’ € C,e # '} = d,
wobei

dist(c,c’) = [{j: ¢; # S} fur c=(c1,...,cn), ¢ = (¢}, ..., )

5 Cp

die Hamming-Distanz zweier Codeworter au§' ist (also die Anzahl der Stellen
von c und¢’, die verschieden sind).

Bemerkung 11.2 Ist m = m;ms, so kann marC' auch alsF,~, -Untervektorraum von
Flmim, = 70 auffassenlt,m, ist ein Teilkorper vorik ,m ms .

Die Minimaldistanz ist eines der Kriterien flr die Fehlerkorrekturfahigkaes Codes.

Lemma 11.3 Ein Code mit MinimaldistanZ kannentwedebis zud — 1 Fehler erkennen
oderbis zu| -1 | Fehler korrigieren.
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BEWEIS: Skizze: Die Kugeln mit dem Radius’!| um die Codeworte sind disjunkt.
Folglich korrespondieren alle Vektoren in einer Kugel za@eeinem Codewort. Kugeln

mit Radiusd — 1 enthalten genau ein Codewort. |
Ziele beim Entwurf von Codes
1. DieRate I
R=—
n
sollte moglichst gro3 sein (auck®, = logQ(q%) = Bits pro Symbol bzw. Code-
wort).

2. Die Minimaldistanz sollte moglichst grof3 sein.

Dies sind konkurrierende Ziele:

R .
- alle Vektoren sind Codeworte

Schranke fiin — oo

n-fache Wiederholung] = n

0 1 6=4

Dies stellt fur Codes endlicher Lange ein diskretes Ojgtiomgsproblem dar.
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12 Das Minimalgewicht linearer Codes

SeiC|n, k,d, q] ein linearer Code.
Frage: Wie aufwendig ist es, einen Code zu beschreiben?
e Fur einen allgemeinen Code, der durch eine TeilmengelR/pomit m Elementen

gegeben ist, mussen alle Codeworte angegeben werdeneBobibung isinear
in der Anzahl der Codeworte.

e Da ein linearer Code ein Vektorraum der Dimensioiiber I, ist, genugt es, eine
Basis mitk linear unabhangigen Vektoren anzugeben, unytli@odeworte festzu-
legen. Die Beschreibung igigarithmischin der Anzahl der Codeworte.

Definition 12.1 Die Codierungsabbildungvon C' ist eine lineare Transformation
p:Fr—F), i—i-G  (n>k).

Sie ist durch digseneratormatrix G € lF’;X" gegeben, deren Zeil€reine Basis vorC
bilden, d.hBild(¢) = C.

Die Codierungsabbildung bildet einformationswort z auf einCodewort c ab.
Aufwand fiur die Codierung?(nk) = O(n?).

Problem: Ein Absender schickt ein Codewerain einen Empfanger, derc 7 empfangt.
Bei derUbertragung kénneRehler auftreten, d.h. es ist # c.

Frage: Wie kann man das Auftreten von Fehlern erkennen?
Teste, ob ein Vektov € IF ein Codewort ist:
Strategie 12.2Lose die lineare Gleichung
1G =
fur festesv und Variablenvektot.

Strategie 12.3Der CodeC ist der Bildraum der MatrixG. Gleichzeitig ist jeder Vek-
torraum der Losungsraum eines homogenen linearen Glajssystems. Folglich gibt es

n—k)xn

eine MatrixH € ]F((I vom Rangn — k mit
GH' =0
oder aquivalent dazi G = 0. Somit istG' einen Basismatrix fiKern(H ).

Diese MatrixH ist die sogenanntBriifmatrix zum linearen Codé€’, der von der Gene-
ratormatrixG erzeugt wird.

Mit Hilfe der Prufmatrix konnen wir ein empfangenes Waouf &ehler prifen.

DIn der Codierungstheorie werden tiblicherweise Zeiletoreh verwendet.
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Lemma 12.4 Seic € C das gesendete Codewort undlas empfangene Wort.

1. Esqgilt:
veC < wvH' =0.

2. Der Vektor
s=vH' € lFZ‘k
heiRtFehlersyndrom von v (bzgl. H). Das Fehlersyndrora hangt nur von einem
additiven Fehlee ab, aber nicht vom Element denn:
v=c+e

=vH'=cH' +eH' =eH' = s.
)

Aus dem bekannten kann man alse = v — e rekonstruieren, wenn mamite ' = s
finden kann.

Definition 12.5 DasHamming-Gewicht wgt(v) eines Vektore € I} ist definiert als
die Anzahl der vord) verschiedenen Eintrage ven

Satz 12.6 Die Fehlerkorrektur istNP-schwer (Berlekamp, McEliece, van Tilborg [1]).
Entscheidungsproblem XP:

GegebenEine binare Matrixt/ € 5", ein Vektors € FJ* und eine ganze Zaht > 0.
Problem Existiert ein Vektole € % mit Hamming-Gewichtvgt(e) < wundeH " = s?

Ein eng verwandtes Problem ist die Bestimmung der Fehlezktureigenschaften.
Bemerkung 12.7 Die Minimaldistanz
d = min{dist(c,c’) : e, € C,c # '}

ist ein Kriterium dafur, wieviele Fehler erkannt bzw. kgrert werden konnen (siehe
Lemma 11.3).

o Bei einem allgemeinen Codg sind die Abstande fir all¢s') Paare von Code-
worten zu bestimmen. Der Aufwand S| K |?).

e Fir einen linearen Codg€ gilt:

dist(e, ') = dist(e — ¢/, ¢’ — )
= dist(e — ¢/, 0)
= wgt(c — ).
Also gilt d = min{wgt(c) : ¢ € C, ¢ # 0}, fur lineare Codes ist also die Minimal-

distanz gleich denMinimalgewicht. Der Aufwand fur das Aufzahlen und Prifen
aller Codeworte isO(|C|) = O(¢").
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Satz 12.8 Die Bestimmung der Minimaldistanz (bzw. des Minimalgevws)lstNP-schwer
(Vardy [13]). Entscheidungproblem MP:

GegebenEine binare Matrixd € F5"" und eine ganze Zaht > 0.

Problem Gibt es einen Vektoe € 7\ {0} mit wgt(c) < w undcH' = 0?

Bemerkung 12.9 Die Berechnung des Minimalgewichts ist mit Hilfe des Entsdhings-
problems moglich: Teste fuw = 1, 2, ..., ob es ein Codewott 0 vom Gewichtw gibt.

Algorithmus 12.10 Berechnung des Minimalgewichts (naiveAnsatz)

Zahle alle Vektoren auB; mit aufsteigendem Hamming-Gewichtauf, bis ein Codewort
c # 0 gefunden wurde.
Aufwand: mindestens

d—1 n
> (w) (q—1)*
w=1

Vektoren miussen aufgezahlt werden. Dabe(;f}s)tdie Anzahl der Moglichkeiteny Stel-
len mit einem Eintrag# 0 zu finden, undq — 1) ist die Anzahl der moglichen Werte
auslF', an diesen Stellen.

Bemerkung 12.11 Die Summanden wachsen (auch flie= 2) sehr schnell inv. Den-
noch kann fir,kleine* d der Aufwand kleiner alg” sein (was dem Aufzahlen aller Co-
deworte entsprache).

Strategie 12.12 Systematische Codierung

SeiG eine Generatormatrix fur den linearen Cadelst S € GL,(F,), so ist auchs - G
eine Generatormatrix vo@'. Es andert sich nur die Zuordnung von Informationsworten
i € F} und Codeworter € C.

Das Vertauschen der Spalten v@randert die Fehlerkorrektureigenschaften vonicht.
Also liefert (zeilenweise) Gaul3-Elimination eine Generatatrix G’ der Form

G = (L]4), AeFth

Die Matrix G’ heil3tsystematische Generatormatrix Die Codierungsabbildung z&’
ist
i-G' = (ily|1A) = (¢]A).

Das Informationswort ist also das Anfangsstiick des Codeweart®amit gilt:
wgt(c) > wgt(2).

Definition 12.13 Z = {4y, ..., i} hei3tinformationsmenge zu C, falls die zugehorigen
Spalten inG linear unabhangig sind. Zur Matri¥’ der systematischen Codierung 12.12
gehort also die Informationsmengg, ..., k}.

Bemerkung 12.14 Aligemein gilt: Das Minimalgewicht einer Teilmenge desdaren
CodesC liefert eine obere Schrankg,, fur die Minimaldistanzi.
Problem Finde eine untere Schrankg,,.
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Algorithmus 12.15 Berechnung des Minimalgewichts mit sygimatischer Codierung

Sei G’ die systematische Generatormatrix @n
Zahle alle Informationsworte € lF’; mit aufsteigendem Gewicht auf.

e Die MengeC| C C der bereits aufgezahlten Codeworte liefert eine oberesb&ie
dyp fur die Minimaldistanzi, d.h.
d = min{wgt(c) : ¢ € C\{0}}
< min{wgt(c) : ¢ € Co\{0}} =: dyp.
e Das Gewicht vor liefert eine untere Schrankg,, fur d:
wet(2) =: diow < min{wgt(e) : ¢ € C\Cp, ¢ # 0}.
Es gilt sogar: Hat man alle Informationswoitenit Gewicht< w codiert, so ist das
Gewicht der Codeworte, die man noch nicht aufgezahlt heigdesteno + 1.
Ende des Algorithmus, fallg,y > dy, (oder falls alle Codeworte aufgezahlt wurden).
Dann giltd = dp.
Analyse

Aufwand: Es missen
min{k,d—1}

mindestens > (Z)(q—l)w
w=1

min{k,d}

k
hochstens » (w) (g—1)"
w=1

Worte betrachtet werder(g)(q — 1)* ist die Anzahl der Informationsworte der Lange
kE vom Gewichtw). Im Extremfall hat ein Wort minimalen Gewichts die Fof@#0) mit
wet(z) = d.

Verbesserung fig > 2: C'ist linear abgeschlossen, insbesondere gilt
ceC,aelF; = ace C,wgt(c) = wgt(ac).

Es genugt, nuynormierte” Vektoren € ]F’; zu codieren, d.h. der erste vowerschiedene
Eintrag vonz ist einel. Damit ist der Aufwand hochstens
min{k,d}

> (Z) (q— 1)

w=1

Der Aufwand zur Codierung des Informationsworts, d.h. dereBhnung von — (i|¢A),
A€ FX™P listin O(n?). Es missen nuwgt(i) = w viele Zeilen der Matrix4 linear
kombiniert werden. Das ergild(w(n — k)) Korperoperationen.

Der Gesamtaufwand kann reduziert werden, wenn man bessere $chranken berech-
nen kann. Die Theorie liefert fir manche Codekonstruldioantere Schranken.
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Bemerkung 12.16 Nehmen wir nurek < n an. Weiter seieff; = {1,...,k} undZ, =
{n—k+1,...,n} Informationsmengen zum Codé&n, k, d, ¢, d.h. es gibt Generatorma-
trizenG,, G, der Form

G = (Ik|A1> und Gy = (AQ‘Ik)

(G, und GG, erzeugen denselben Code(ohne Permutation der Spalten kommt man von
G4 zu G, durch den GauB-Algorithmus). Codierung viog F¥ mit Gy undGs:

'I:Gl = (Z"LAl) = C
iGQ = ( ) A2 | 7 ) = Co
k. p—2k k

Das Gewicht vore; an den erstek Positionen istv, das Gewicht vore, an den letzten
k Positionen istv.

Es seien

Cy = {iGy : i € Fl wgt(i) < w} C C,

Cg = {’LGQ 11 € Fs,wgt(z) < w} C (.

Dann gilt mit obigen Annahmen:
min{wgt(c) : c € C,c & C; Uy} > 2w = dipy.

Ist namliche ¢ C; U Cy, so muss: an den ersten und letzténStellen jeweils Gewicht
> w haben, insgesamt als@t(c) > 2w.

Fuhrt man nun Algorithmus 12.15 mit beiden systematiscBeneratormatrizet’; und
(G, durch, so hat man eine untere Schranke, die doppelt so $emvehchst, aber auch
doppelten Aufwand bei der Codierung. Im Allgemeinen giitn C, # 0, d.h. es werden
Codeworte doppelt aufgezahlt. Insgesamt missen (béras)s

5]

2) (Z) (q—1)"

w=1

Codeworte aufgezahlt werden.

Bemerkung 12.17 Nun geltemk < n. SeienZy, ..., Z,, disjunkte Informationsmengen

zu einem linearen Cod€|n, k, d, q| mit zugehorigen Generatormatrizén, ..., G,,, d.h.

G, hat an den Positionehc 7; eine Einheitsmatrix. Hat man alle Informationsworte
i € ¥ mit Gewichtwgt(¢) < w durch die Matrizer7; codiert, so ist das Gewicht der

noch nicht betrachteten Codeworte mindestens Der Aufwand ist

L)

Es werden also in jedem Schritt (d.h. fur fest@sm-mal soviele Codeworte aufgezahlt
wie im Algorithmus 12.15. Andererseits wachst die untecar@&nkem-mal schneller,
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so dass das maximale Gewicht der aufgezahlten Infornstiorie sehr viel kleiner ist.
Da der Aufwand vom letzten Term der Summe dominiert wirdilrgich insgesamt fiir
grof3eresn eine Verbesserung.

Problem Furn > mk ist noch nicht garantiert, dass auch wirklichdisjunkte Informa-
tionsmengen existieren, betrachte z.B.

1 01 ... 1
G1: 0
0 1

Hier sind alle Informationsmengen von der Fofth....k} U {j},j = 1L, k+ 1, ..., n.

Algorithmus 12.18 Informationsmengen bestimmen

Ein Greedy-Algorithmus:

1. Berechne die systematische Generatormatiix@E seiGG; = (I;|A;), d.h.Z; =

,... k.

2. Wende den Gaul3-Algorithmus so &uif an, so dassl; in Treppenform uberfiuhrt
wird:

A; ist ahnlich zu (ISQ féf) ,  ro = Rang(A;)

- BH O | ITQ A2
Gl GI\;TJBGQ_<321 Ik—r2 | 0 0

Wir erhalten durch den Block
0 | I,
Iy, | O

ausG, eine weitere Informationsmende. Die Informationsmenger, undZ, sind
disjunkt, falls die Teilmatrix4; maximalen Rang: hat. Ansonsten iSiZ; N Z,| =
k — T2.

3. Setze das Verfahren entsprechendAiirfort, bis soviele Informationsmengen ge-
funden sind, dass alle Stellén..., n in mindestens einer Informationsmenge vor-
kommen.

Der Algorithmus liefert Informationsmengén, 7, ..., Z,, mit den Eigenschaften

e 7,N...NI, = 0, falls die Teilmatrizem4, jeweils den maximalen Rarighaben.

e 7, ist maximal in der Teilmenge

{1,...,n}\0fl.
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Bemerkung 12.19Im Idealfall existieren fur den Codg disjunkte Informationsmengen.
Aber selbst wenn disjunkte Informationsmengen existiehefert Algorithmus 12.18
nicht unbedingt disjunkte Informationsmengen.dst = (/| A;) und ist der Rang von

A; Kleiner alsk, so erhalt man nur, = Rang(A;) neue Informationspositionen fik,

die restlicherk — ry Positionen sind auch i, enthalten. Trotzdem erhalt man durch die
Verwendung vorz; und G, eine verbesserte untere Schranke beim Aufzahlen der Co-
deworte: Sind alle Informationsworiemit wgt(z) < w aufgezahlt worden, so haben die
noch nicht aufgezahlten Codeworte an den StellenAomndZ, jeweilsw + 1 Eintrage

# 0. DaZ; undZ, sich tiberlappen, werden einige der Positionen doppetitdezso dass
man

als untere Schranke erhalt.

Dies kann man auf: Informationsmengen verallgemeinern:

Definition 12.20 SeienZ,, ..., Z,, Informationsmengen zum Codé Der relative Rang
r; einer Informationsmengdg; ist

j—1
’f’j = ]{?— ).’Z.J N U.,Z.l
=1

d.h.k minus die Anzahl von Positionen i), die schon in einerd; mit/ < j vorkommen.

7y T2

1,

Bemerkung 12.21 Der Greedy-Algorithmus 12.18 liefert eine monoton fallerfeblge
von relativen Rangen;. Optimal ist

Tl:"':T\_%J:k’ rm:nmodk,
d.h. alle Informationsmengen (bis &0f,, wennk kein Teiler vonn ist) sind disjunkt.

Lemma 12.22 Verwendet man die Generatormatrizén, ..., G,,, der Informationsmen-
genZi,...,Z,, und codiert damit alle Informationsworievom Gewichtwgt(z) < w, SO
ist die untere Schranke fur das Gewicht der noch nicht adfigeen Codeworte

diow = Z max{0, (w+ 1) — (k —r;)}.

Die Matrix G, tragt somit den Ternfw + 1) — (k — ;) zur unteren Schranke bei, falls
w+ 1> k —r; = Anzahl der Uberlappenden Positionen.
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Bemerkung 12.23 Anfangs tragt mindestens eine Generatormatrix zur unt8otiranke
bei, spater dann mehrere. Folglich ist die untere SchratskEunktion vonu stiickweise
linear und die Steigung nimmt zu, da die Steigung abhangigder Anzahl der Genera-
tormatrizen mitt — r; < w ist.

Algorithmus 12.24 Gesamtalgorithmus zur Bestimmung des Miimalgewichts

Schematisch:

1. Bestimme eine Menge von systematischen Generatoreatnizd die zugehorige
Folger; von relativen Rangen.( sollte moglichst grol3 seir- randomisierter
Algorithmus: Permutation der Spalten)

2. Bestimme die Folge der unteren Schranken in Abhangdigkeiw und j:

diow(w, j) = Z max{0, (w + 1) — (k —r;)}.

Anhand der aktuellen oberen Schranke kann man vorhersagemn, der Algorith-
mus spatestens terminiert, d.h. bei welchem Gewicht w,. Damit kann ent-
schieden werden, ob eine Matiix; Uberhaupt einen Beitrag zur unteren Schranke
liefern wird (Generatormatrizen mit— w, > r; kdnnen weggelassen werden).

3. Eventuell weitere Vorberechnungen, um die Codeworteedtdr aufzuzahlen (mehr
dazu in Kapitel 15).

4. Fur alle Gewichter = 1,2, ...
Fur alle Generatormatrize, = G1, Gy, ..., G,

e Zahle jedes Informationswoitmit Gewichtwgt(i) = w auf und bestimme
das Gewicht des zugehorigen Codewa(ts.

e Bestimme das neue Minimum der Gewichte der aufgezahlteme\d.h.

dup ‘= min {dupa Wgt(iGj)}

wwgt(2)=w

e Fallsd,, geandert wurde, konnen ggf. weitere Matrizen wie in StBriver-
worfen werden.

Bei Terminierung istl = d,,p.
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13 Zyklische und quasizyklische Codes

Definition 13.1 Ein linearer Code”'[n, k, d, q] heil3tzyklisch, falls fur jedes Codewort
¢ = (co,...,cn—1) € Iy auch der zyklisch verschobene Vekisr= (¢, 1, co, ..., Cn—2)
ein Codewort ist.

Bemerkung 13.21stZ = {iy, ..., i} eine Informationsmenge, so auch
T = {7,1 + 1, ..., 0+ l}

(Rechnung modula). Fur i aufeinanderfolgende Positionen gibt es stéts = m dis-
junkte Informationsmengen. Ist etwa = {1,...,k}, soistZ, = {k + 1,...,2k} usw. .
Will man in Algorithmus 12.24 die Codeworte ermitteln, dierch Codierung eines In-
formationswortg durch die Generatormatrizen dieser Informationsmengtstedren, so
reicht es, ein Codewoit = #(; zu bestimmen und die anderen durch zyklische Ver-
schiebung aus zu erhalten, da eine Permutation das Hamming-Gewicht Aiutiert. Es
kdnnen alson Informationsmengen genutzt werden, obwohl nur einmalerbehird.

Zyklisch verschobene Informationsmenge:

(] I = {il, ...7ik}

[ ] Codeworte mit Gewichtw

Lasse das Codewattfest und variiere die Informationsmenge durch zyklischersthie-
ben: Jedes Stelle vankommt ink verschiedenen Informationsmengen vor.

= die Gesamtzahl der Stellen mit einem Eintead) in denk verschiedenen Informati-
onsmengen istwgt(c)

=- im Mittel ist die Anzahl der Stellen in einer Informationsnge, an denea einen Ein-
trag+ 0 hat, £wgt(c)

= es gibt mindestens eine Informationsmenge, die hochstenst(c)| Stellen enthalt,

an denenc einen Eintrag# 0 hat (denn hatten alle Informationsmengen mehr solche
Stellen, so mussten sie auch im Durchschnitt mehf aist(c) haben).

Daraus folgt:
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Lemma 13.3 Firr jedes Codewoit eines zyklischen Codes|n, k| gibt es eine Informa-
tionsmengd&’ (mit Generatormatrix:’), so dass das Gewicht des zugehorigen Informati-
onsworteg mit :G’ = ¢ hochsteng£wgt(c)] ist.

Lemma 13.4 Hat man bei einem zyklischen linearen Cadebzgl. einer festen syste-
matischen Generatormatri alle Informationsworte < F! mit Gewichtwgt (i) < w
codiert und zyklisch verschoben, so erhalt man als unteheake fur das Gewicht der
noch nicht aufgezahlten Vektoren

diow = {%(w + 1)} )

Definition 13.5 Wir geben zwei verschiedene Definitionen tjrasizyklische Codean.
Es seil ein Teiler vonn.

1. Der CodeC heif3tquasizyklisch wenn mitc € C' auch der um Positionen ver-
schobene Vektor

l
C( ) - (Cn—l7 Cn—1+15+-+y Cn—1, Coy -+, Cn—l—l)
ein Codewort ist.

2. Der Code” heiftquasizyklisch, wenn mitc € C' auch der simultan im Blocken
der Grol3d = = zyklisch verschobene Vekt@rein Codewort ist.

c= (01—1, €o, -+, C1, 01—2\021—1, Cly Clg1y -ey 021—2|---)-

Wir werden uns im Folgenden an die zweite Definitionsvaddmalten.
Bemerkung 13.6 Die Generatormatri% eines quasizyklischen Codes hat folgende Form:

Co Ct ... C—-1 | C| Cl4+1 .. C91—1 |
G=|¢G-1 Co ... C—2 | Col—1 C .. Col_9 | R

Eine Matrix dieser Form hat nicht unbedingt vollen Rang. iesdr Anordnung kann
relativ leicht getestet werden, ob der erzeugte Code guikdsizh mitm Blocken ist:

e Bestimme die Teiler von.

e Teste fur jeden Teiler, ob das simultane Verschieben diéerzder Generatormatrix
inm = 7 Blocken eine Generatormatrix fir denselben Code liefert
Betrachte77, wobeio = (1...[)(I +1...2]) - - - (n — | + 1...n) eine Permutation mit
m Zykeln der Langé ist. Verwende anschlie3end Gaul3-Elimination, um zu testen
ob G undG? ahnlich sind.
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VerallgemeinerungSeiT € S,, eine beliebige Permutation der Stellen des Codes mit
Zykeln der Langé;, die den Code invariant lasst. Wende die Abschatzunddamittlere
Gewicht in einem permutierteinformationsfenster* auf die Bahnen der voerzeugten
Gruppe an. Allgemein gilt: Ist eine Informationsmerige- {i4, ..., i; } vollstandig in der
BahnZ{" der zyklischen Gruppér) enthalten, so gilt die untere Schranke

oo

fur das Gewicht der noch nicht aufgezahlten CodewortdeDistsi = [Z(7|.

Bemerkung 13.7 Bei quasizyklischen Codes hat marBlocke der Langé. Nimmt man
zusatzlichl > k und vollen Rang fur jeden Block an, so existiert zu jedemcBleine
Generatormatrix, die in diesem Block die Einheitsmatrishéit.

Gl = (]kaA11|A12|-~-|A1m)
GQ = (A21‘Ik7A22|---‘A2m>

Gm - (Am1|Am2||Ika Amm)

Wenn man die quasizyklische Struktur des Codes ausnutzam kanotigt man in der
Regel weniger Generatormatrizen und hat eine verbesgadeeuSchranke
1 n
m {(w + )ﬂ-‘ ;
im Vergleich zum(w + 1) bei nichtzyklischen Codes.

Bemerkung 13.8 (,weniger ist mehr”)
Ein zyklischer Code der Lange= m/ ist auch ein quasizyklischer Code mitBlocken
der Langd. Ersetze den zyklischen Automorphisnmwus- (12 ... n) durchr := o™:

T=1Im+12m+1..)2m+22m+2...)---(m2m3m ...)
Vergleiche die unteren Schranken:

cyc

zyklischer Coded,;, = {(w + 1)%}

izvKli ac s e
quasizyklischer Codel,,,, {(w +1) k;mw > m(w + 1)km
Beispiel 13.9 Betrachte”'[180, 30, d], m = 5 undl = 36:
180

dpe =5~ [(w + 1)3 > 6(w+1).

ZusammenfassungDas Ausnutzen von Struktureigenschaften kann bessezeau®thran-
ken liefern. Der Vergleich des a priori berechenbaren Aafitga um eine untere Schranke
diow fur die Minimaldistanz zu bestimmen, liefert Anhaltsptamklafiir, welche Strategie

gewahlt werden sollte. Ein weiteres Kriterium ist der tekaRang der einzelnen Genera-
tormatrizen. Weiterfuhrende Informationen findet man®eassl [5].
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14 Kongruenzen fir die Gewichte im Code

Sind alle Gewicht der Codeworte eines linearen Cade Vielfaches vort € N, ¢ > 1,
so kann man die untere Schranke stets auf das nachstectiieian: aufrunden (falls sie
nicht schon selbst ein Vielfaches vorst).

Beispiel 14.1 Eine triviale Situation: Der Code wiederholt einen Blaefach, d.h.

G = (Gy|Gol...|Go).
——

t-fach

Definition 14.2 Ein BinarcodeC' heif’t

e even falls alle Gewichte der Codeworte durzheilbar sind
e doubly-even falls alle Gewichte durchH teilbar sind

e singly-even falls alle Gewichte gerade sind und mindestens ein Gewightc) =
2 mod 4 ist (also nicht alle Gewichte durchteilbar).

Lemma 14.3 Ein linearer Binarcodé€’ ist genau dann even, wenn die Zeilen der Gene-
ratormatrix gerades Gewicht haben.

BEWEIS: Seienv, w € C mit geradem Gewicht. (E gelte

(1...1/1...1/0...0/0...0)
(0...0[1...1|1...1]0...0)
(1...1]0...0|1...1]0...0)

v
w
v +w

Es gilt also
wgt(v + w) = wgt(v) + wgt(w) — 2wgt(v e w),

wobei e die komponentenweise Multiplikation zweier Vektoren helzret. Haben also
alle Basisvektoren von' (also die Zeilen der Generatormatrix) gerades Gewichtjlso g
dies auch fur alle anderen Vektoren &us |

Frage: Wann sind die Gewichte aller Worte eines Codes ddrighlbar, also der Code ein
doubly-even Code?

Wir fahren ein, Skalarprodukt‘ auf dem Vektorrauiy; ein:

n
(v|w) = Zviwi e,
i=1

mitv, w € Fy.
Vorsicht UberF, gilt nicht:

[{v|v) = 0] = [v =0].
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Beispiel 14.4Seip prim, ¢ = p™ undv = (1, ...,1) € L. Dann gilt

p p
(o) => vy =Y 1=0.
1=1 1=1
Definition 14.5 SeiC ein linearer Code Ubédf,. Dann ist deduale Code
Cr={veF!:VeeC:(cv) =0}

Bemerkung 14.6 Wird Cn, k, d, ¢| von der Generatormatri¥ erzeugt, so wird' [n, k, d, q|
von der Prufmatrixd mit GH " = 0 erzeugt (siehe Strategie 12.3).

Definition 14.7 Ein linearer Cod&” heif3tselbstorthogonal wennC' C C* gilt, d.h. fur
allec, ¢’ € C qgilt

n

(ele)) = eic, =0.

i=1

In diesem Fall ist < 3.

Definition 14.8 Ein linearer Cod& heiRtselbstdual wennC = C* gilt. In diesem Fall
istn = 2k.

Satz 14.9Ein selbstorthogonaler Binarcodeist doubly-even, falls alle Zeilen der Ge-
neratormatrix ein durch teilbares Gewicht haben.

BEWEIS. AusC' C C* folgt, dass je zwei Codeworte w € C an einer geraden Anzahl
von Positionen beide gleichsind, d.h.

wgt(v e w) = 0 mod 2.
Setzen wir nunwgt(v), wgt(w) = 0 mod 4 voraus, so folgt

wet(v + w) = wgt(v) + wet(w) — 2 wgt(v e w) = 0 mod 4
=0 mod 2

=0 mod 4

analog zu Lemma 14.3. |

Algorithmus 14.10 Test auf doubly-even

1. Sind alle Gewichte der Zeilen der Generatormattistiurch4 teilbar?

2. GiltC C ¢+, d.h.istGGT = 0?

Betrachten wir nun speziell die Codes uligrund ;.
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Lemma 14.11Ist C ein selbstorthogonaler linearer Code ubgr so sind die Gewichte
aller Codeworte durch teilbar.

BEWEIS: EsistF; = {—1,0,1}. WegenC C C* ist insbesonderéc|c) = 0 fur alle
Codewortec. Aus

0= {clc) = Zcf =|{i:¢; # 0} mod 3 = wgt(c) mod 3
i=1

folgt die Behauptung. |
Ziel: Teste, ob ein gegebener Code Ubgreven ist.
Aus Bemerkung 9.2 wissen wir, dass
Fy={0,1,a,0’} 2 Fy[X]/(X*+ X +1)
gilt. Esistalsal + o + o = 0.

IF, ist einF,-Vektorraum der DimensioR. Also identifizieren wirF, = 3

F, | F3 | mitPrufbit
0 [ (0,0)| (0,0,0)
1 (0,1)] (0,1,1)
a (1, O) (1,0, 1)
o? (1, 1) (1, 1,0)

Flgen wir zu der Darstellung i3 noch einPrifbit hinzu, so dass immer eine gerade
Anzahl von Einsen vorliegt, so erhalten wir den Cadé3, 2, 2, 2|. Die dadurch definierte
AbbildungF, — C} ist IF5-linear und kann zu einer Abbildung

(D:lFZ—MF%”

von Vektoren der Lange uberlF, erweitert werden, indem jede Komponente auf ein
Binarwort der Lang& abgebildet wird. Fup € 7 gilt:

wgt(P(v)) = 2wgt(v).
Damit erhalten wir:

Lemma 14.12 Die Gewichte in einem linearen Code UberF, sind gerade, falls alle
Gewichte im Binarcod@(C') durch4 teilbar sind.

Frage: Wie sieht die Generatormatri, von ®(C') aus?

101
@:Q)1J'

C5 hat die Generatormatrix
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[, kann auch als Algebra Ubér, aufgefasst werden, d.h. zu jedetre F, gibt es eine
Matrix Mz € F3** (dies entspricht der linearen Abbildung durdWultiplikation mit
festemg”, vgl. Satz 9.11). So erhalten wir folgende Darstellung:

~ 0 0 ~ 1 0
o=(50) 1o 1)
o (01 s (11
“*=\1 1) *“=\10)
SeiG eine Generatormatrix vofi[n, k, d, 4].

o Ersetze jeden Eintrag; in G durchM,,; und erhalte s&: € F3"**".
e Multipliziere mit der Matrix

G
G
? - In®G2
G

Erhalte so die Generatormatii%, € F5***" von ®(C).

Man erhalt dies auch durch direkte Berechnung:
N (000 N (101
0_0‘G2_<0 0 0)’ 1—I2G2_<0 1 1)’
N (0 1\/1 01\ (011
Q_MQG2_<1 1) (0 1 1)‘(1 1 0)’
- (1 1\/1 01\ (101
O‘_MQQGQ_(lo 01 1)-\110)

und ersetze jeden Eintrgg; in G durchM,, G,.
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15 Effizientes Aufzahlen von Codeworten

Gegeben:

e Eine Generatormatri& mit Zeileng,, ..., g,.

e Das Gewichtv der zu codierenden Informationswoite lF’;

Generiere alle Codeworig fir alle € IF} mit wgt (i) = w. (E seii ,normiert’, d.h. der
erste Eintrag ungleichiist 1.

Vorgehen:

e Generiere allev-Teilmengen vo{ gy, ..., g, }-

¢ Bilde fur jedew-Teilmenge alle Linearkombinationen

Z%gij
j=1

mit v, # 0 und E~; = 1. Durchlaufe dafur allev-Tupel (v, ..., v,,) Uber der
MengelF,\{0}.

Bemerkung 15.1 Bei der Bestimmung der Teilmendg,, . ..., g; } sowie des nachsten
Tupels(v1, ..., 1) kann man gleichzeitig die entsprechenden Vielfachen detoveng,;
bestimmen und die Summe aktualisieren.

Wir skizzieren zwei Algorithmen fur diese Vorgehen, eirenguere Beschreibung findet
man bei Knuth [6].

Algorithmus 15.2 Verwende einerverallgemeinerten Gray-Codeir Generierung der
Tupel (71, ..., 7). Ein Gray-Code ist eine Sequenz aller Tupel, in der sich je zwei auf-
einanderfolgende Elemente in genau einer Position urteicen.

Algorithmus 15.3 Revolving door

Aufzahlen vonw-Teilmengen einer Mengél, ..., k}. Analog zum Gray-Code wird in
jedem Schritt genau ein Element der aktuellen Teilmenggetaascht,Einer geht, einer
kommt*, daher der engl. Name fur diesen Algorithmus.

w

> 9., +( 9, — 9 ).
— ~ =~
3=0 Jkommt geht'

Bei einer Vorberechnung der Differenzgn— g, ist nur noch eine Vektoraddition not-
wendig, umg; durchg; zu ersetzen.
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